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Avant-propos

Version 2013.10.24

Cet ouvrage contient I’essentiel du matériel couvert dans le cours de Mécanique Classique
I (PHY-2000) du Département de physique, de génie physique et d’optique de 1I’Université
Laval. Il prend son inspiration comme il est coutume de plusieurs livres de références.

Les notes couvrent la mécanique classique avancée, soit le formalisme de Lagrange, le
formalisme canonique, la théorie des perturbations et le mouvement d’un solide rigide et la
mécanique des milieux continus.

e Chapitre 1: Une revue des concepts et quantités qui jouent un réle important en mécanique
est présentée. Le lecteur est présumé déja connaitre 1’essentiel du contenu de ce chapitre.

e Chapitre 2: Le formalisme de Lagrange est introduit. On décrit la construction du la-
grangien pour divers systémes physiques et les équations d’Euler-Lagrange.

e Chapitre 3: Quelques applications de la méthode de Lagrange sont ¢laborées ainsi que
leurs propriétés importantes et leurs conséquences physiques.

e Chapitre 4: Le formalisme canonique est développé. On y décrit tour a tour I’hamiltonien,
les équations canoniques, les crochets de Poisson, les transformations canoniques et la
méthode de Hamilton-Jacobi.

e Chapitre 5: La théorie des perturbations est introduite par la méthodes de la variations des
constantes.

e Chapitre 6: La mécanique du solide indéformable, version scalaire, est résumée. Puis, on
voit le tenseur d’inertie et on passe a la méthode vectorielle avec les équations d’Euler.
On y introduit les angles d’Euler et les changements de référentiel. Finalement, on donne
un exemple simple d’un cas vectoriel, la toupie symétrique, en utilisant le lagrangien et
les équations du mouvement qui en découlent.

e Chapitre 7: Le formalisme lagrangien pour la mécanique des milieux continus est élaboré.
On généralise la procédure pour englober des systémes physiques continus non mé-
canique en introduisant des notions élémentaires de théories des champs.

e [’annexe contient un résumé des notations, une description des systémes d’unités, un
tableau des constantes fondamentales en physique, une description des systémes de coor-
données, un aide-mémoire et quelques références complémentaires.

Toutefois, certaines sections sont de niveau plus avancé et peuvent &étre ignorées dans
une premiére lecture. A titre d’indication, les titres de ces sections de 1’ouvrage sont suivis
d’¢étoiles () dont le nombre signale le niveau de difficulté ou de pertinence au cours.

Bonne lecture !

P. Amiot et L. Marleau.
Département de physique, de génie physique et d’optique
Université Laval, Québec, Canada

Avant-propos




Chapitre 0

—| Mises a jour
Version 2012.12.12:
- Corrections mineures.

Version 2011.11.02:
- Présentation: Rajout d’encadrés colorés pour les exemples, exercices et remarques.
- Corrections mineures.

Version 2011.08.30:

- Chapitre 2: Ajout d’une nouvelle section (Symétrie de 1’espace-temps)

- Chapitre 4: Ajout de trois nouvelles sections (Mécanique ondulatoire, L’espace des
phases, Systémes intégrables)

- Chapitre 7: Ajout d’un nouveau chapitre sur la Mécanique lagrangienne des milieux
continus

- Présentation: Certains figures ont été refaites pour donner un effet 3D

- Corrections mineures.




1 Chapitre 1
RAPPEL

1.1 Trajectoire et cinématique d’'une
particule ponctuelle

1.2 Plusieurs particules ponctuelles 2

1.3 Eléments de dynamique

1.4 Travail et Energie

1.5 Systemes a N particules et
forces extérieures

1.6 Degrés de liberté

1.7 Exercices

1.1 Trajectoire et cinématique d’'une particule
ponctuelle

—

La particule ponctuelle est sans dimension. C’est une création de 1’esprit, un modele,
représentant un objet physique qui n’est animé que d’un mouvement de translation (pas de
rotation sur lui-méme). On admet ici que notre espace physique est a trois dimensions auquel
on adjoint le temps qui n’est pas ici une dimension mais un paramétre immuable et indépen-
dant des objets physiques et de leur évolution dont il sert & mesurer le taux.

Nous représentons 1’espace physique par un espace a trois dimensions a 1’échelle, doté
d’une origine notée O et de trois axes orientés. La position instantanée de la particule est
notée par un point P dont la position est entierement définie par un triplet de nombres appelés
coordonnées du point et qui mesurent généralement des longueurs ou des angles (voir figure
1.1). Ces coordonnées seront souvent notées z; ou ¢;. 1l est souvent pratique de parler du
vecteur position de la particule, noté x ou r qui va de 1’origine O au point P.

L’évolution du systéme physique sera décrite par une courbe ou trajectoire C, décrivant
le déplacement continu du point P dans notre espace de configuration. On congoit cette évo- p
lution comme résultant d’un parameétre invariant qui augmente. On le choisit généralement et
pour des raisons pratiques comme étant le temps, noté ¢, mais ce choix n’est pas unique. Le

point P se déplacant avec le temps sa position, r, variera dans le temps et la trajectoire sera C
décrite par r = r(t) en terme des composantes par:
x; =xi(t), 1=1,2,3. (1.1)

Qui dit mouvement pense intuitivement a une rapidité de mouvement. Cette notion, ce
concept est quantifié par la définition de la vitesse V

V(t) = %X(t) = x(t). (12) Figurella

Trajet d’'une particule

Notons par la lettre u le paramétre (arbitraire) dont la variation génére la trajectoire (il
peut étre ou non le temps). Alors la longueur s de la trajectoire entre ug et u;, est donnée par

(1.3)
(1.4)
On voit immédiatement que :
dx

un vecteur unitaire dans la direction du vecteur T qui donne la tangente a la trajectoire au




Chapitre 1

Figure 1.2 A
Déplacement le long d’une trajectoire courbe.

Figure 1.3 A
Accélération sur une trajectoire courbe.

RAPPEL

point P. En effet Ax
X X
o= MRS T as (16)
On obtient ainsi V = e v ou €| donne la direction et v la grandeur de la vitesse (vectorielle)
V. Par abus de langage, v s’appelle aussi la vitesse. Ce qu’il faut souligner, c’est que V est
toujours tangent (c’est un vecteur) a la trajectoire Drailleurs, pourvu que le paramétre p varie
de fagon monotone (et continue) le Vecteur est tangent a la trajectoire, le cas V' = 2% n’est
qu’un cas particulier.
Intuitivement la vitesse V peut varier le long de la trajectoire (voir figure 1.3). Pour
quantifier cet effet nous définissons 1’accélération a

av. d’x .
=—=V=xX 1.7
T T ae x (4.7
et clairement
a — dV B d(ve”)
o dt dt
dv de
- & =i 1.8
dte“ M7 (1.8)
Parce que e - e = 1 alors % = 2e - L = 0. Ainsi dt‘ est perpendiculaire a e qui

de
est tangent a la trajectoire. Donc —; t‘ est normal a cette trajectoire. Appelons e le vecteur

unitaire normal a la trajectoire (dans la direction de d—t” ¢’est-a-dire dans le plan instantané
de la trajectoire). On calcule

deH de” ds de” deH
— — . 1.
7 =g e = g g e =l ey (1.9)
On écrit par définition, p~! = |t d 2L | On a donc pour a
v? d*s
= — 1.10
a=-leLt gmel (1.10)

Ainsi I’accélération a une composante tangente a la trajectoire (e||) de valeur % et une
composante normale a la trajectoire (e ) de valeur ”—pz . On peut montrer que p est le rayon de
courbure de la trajectoire. En effet, dans le voisinage immédiat du point P, la trajectoire peut
étre approximée par un arc de cercle, p serait alors le rayon de ce cercle. Plus la trajectoire
est courbée autour de P, plus la vitesse changera rapidement selon e . De fait, plus p sera
petit et plus la composante normale de a, v? , sera grande.

1.2 Plusieurs particules ponctuelles

—

Pour représenter la position de N particules dans notre espace de configuration a 3 di-

mensions nous avons besoin de N triplets de nombres (total 3/V)

ry, :(xul,xu25$V3); V:1,27"'7N' (111)
L’évolution d’un tel systéme sera représentée par IV trajectoires (une par particule) dans cet
espace.

11 est souvent utile d’imaginer un espace abstrait comptant 3N dimensions, 3/N coordon-
nées y sont nécessaires pour décrire la position d’un point de cet espace qui donne a lui seul
la position instantanée des NN particules. Par un Iéger abus de notation on note les coordon-
nées de ce point {z;;i = 1,2, ...,n = 3N }et on peut parler de la trajectoire du systéme dans
cet espace.

Ainsi, assez typiquement on écrira alors des expressions comme la force par exemple :

Fi(z,t) (i™ composante); 4,5 = 1,2, ...,n. (1.12)
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1.3 Eléments de dznamigue

Trois postulats proposés par Newton permettent de décrire la dynamique mouvement d’ un
systéme quelconque de NV particules.

1. Premiére loi de Newton ou principe de I’inertie: le mouvement d’un corps isolé est rec-
tiligne uniforme dans un référentiel galiléen.

2. Deuxi¢me loi de Newton ou principe fondamental de la dynamique de translation: Ce
principe relient la force a la masse et I’accélération par 1’équation fondamentale du mou-
vement

F = ma. (1.13)
ou F désigne la somme des forces extérieures exercées sur 1’objet, m est sa masse et a
correspond a I’accélération de son centre d’inertie.

3. Troisiéme loi de Newton ou principe des actions réciproques: Tout corps A exer¢ant une
force sur un corps B subit une force d’intensité égale, de méme direction mais de sens
opposé, exercée par le corps B

L’équation fondamentale du mouvement prend plusieurs formes (pas nécessairement équiv-

alentes)

d’r dv dp
La quantité F est la force. Elle détermine le systéme et est déterminée empiriquement, ¢’est-
a-dire c’est ’expérience qui nous en donne 1’expression.

Cette expression qui est vraie pour
r=x = (21,%2,23) (1.15)
le demeure pour un nombre n de degrés de liberté. Pour alléger, écrivons
X = (L1, %2, T3, Tay ey Tp) (1.16)

un vecteur & n composantes. Intégrant m dans F (qui n’aura plus les dimensions d’une force
mais celles d’une accélération) écrivons 1’opération de Newton :

x = f(x,x,t); (1 équation vectorielle a n composantes,n =3N) (1.17)
& = fi(xj,&;,t); (néquations scalaires, i = 1,2,...3N) (1.18)
ou encore
X, = f,(xu,xu,t); v,u=1,2,...N particules. (1.19)
(N équations vectorielles & 3 composantes) (1.20)

L’équation de Newton, en tant que loi physique se doit d’obéir a certaines symétries que
nous fait découvrir I’observation de la nature. On dit alors que la mécanique classique doit
étre invariante par rapport aux transformations de Galilée. Cette invariance est valable pour
les systémes physiques fermés. Il n’y a qu’un seul tel systéme, c’est I’Univers mais en pra-
tique les effets des corps éloignés sont souvent négligeables et on fait ’approximation que le
systéme est fermé. Cela signifie que tous les corps qui jouent un role significatif sur le sys-
téme sont inclus dans le systéme. Il n’y a pas de force extérieure. Cette derniére notion de
force extérieure peut également étre utile, mais nous y reviendrons.

L’étude d’un systéme physique peut se faite entre ¢, et ¢t ou entre ¢y + s et ¢t 4+ s (on peut
refaire aujourd’hui une expérience faite hier et obtenir les mémes résultats). Ainsi,

&y = filwj, &5,0) = fi(w;, @5,1+s) (1.21)
ou s est quelconque. On en conclut que f ne peut dépendre du temps et donc
Z; = fi(zj,&;); n = 3N équations. (1.22)

Postulons que les résultats d’une expérience sont indépendants de 1’endroit ou elle est
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faite. Si je déplace d’une méme distance orientée, 1, chaque particule du systéme physique
alors sa position passe de x,, a x,, + 1 (v compte les particules) alors que x,, demeure x,,
puisque 1= 0. La loi de Newton %,, = f,(x ,pj(u) doit étre indépendante de 1, ce qui impose
que f, dépende de x,, sous la forme x,, — x puisque

Xy —xy— (x,+1D) —(xn+1) =%, —x) (1.23)

donc
X, = f,(x, — x0,%,). (1.24)

On sait également par expérience que la physique est la méme pour deux observateurs se
déplagant I’un par rapport a I’autre avec une vitesse constante (translation de vitesses). Cela
impose soit

£ (x, —x))
f, = ou (1.25)
fu(xu — X)\’XN — )'(/\).

On admet également que la physique au Canada est la méme qu’en Australie, méme s’ils
ont la téte en bas. Par conséquent les lois physiques, comme 1’équation de Newton ne peuvent
pas dépendre de I’orientation de notre systéme de référence. Un tel changement d’un angle
¢ autour d’un axe e se note, en coordonnées cartésiennes

r —¢e; Xr (1.26)
ou, si on écrit r sous forme (matricielle) d’un vecteur ou les éléments sont les composantes
der,

r —Gr; ou G = matrice 3 X 3 pour une particule (1.27)
Clairement, si
r —»Gr (1.28)
alors
r—Gr et r—GY (1.29)
donc I’invariance de
t=f(r,r) = Gt =f{(Gr,Gr) (1.30)
implique
f(Gr, Gr) =Gf(r, 1). (L.31)

Complétons tout cela avec les autres lois de Newton avant de revenir plus tard sur certaines
conséquences des résultats ci-dessus. Dans un systéme fermé, la loi d’action-réaction stipule
que si un corps, noté par I’indice v agit avec une force F,,, sur un corps u alors ce corps
4 agit sur v avec une force F,, = —F,,. Ainsi si nous n’avons que deux corps, avec
r, = (xl/la Ty2, $V3)

mli‘l = F12 (132)
maty = Fo=-Fpo (1.33)
ou de facon générale, pour N corps (sans somme sur )
N N
myt, =Y Fpu=—> Fpu. (1.34)
pn=1 pn=1

Cette loi a une conséquence immédiate et importante : la conservation du moment linéaire
total. Sommons ci-dessus sur v

N N
> omui, = > Fuu=0 (1.35)
v=1

H,v=1
donc puisque les masses ne changent pas

N d N
Zlml,i‘,, = (Zl muty> = 0. (1.36)

La quantité dérivée est donc une constante dans le temps, ¢’est-a-dire Zf,v:l myr, = C.
Il est habituel de définir le moment p,, = mir,. Nous aurons donc

N
Z p, = C =P : le moment linéaire total. (1.37)
v=1
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— Vv Remarquev |

Remarque 1.1

En conclusion : le moment (linéaire) total d’un systeme fermé est une constante du mou-

vement.

On définit le moment angulaire d’une particule par

l, =r, Xp,=m,r, X1, (1.38)
donc
L, = myb, X Ty +mur, Xy =0+ myr, X ¥, (1.39)
N
= 1, xF, =1, x> F,. (1.40)
p=1

Définissant le moment angulaire total du systéme

N N
L=)1,=) mr, xt, (1.41)
v=1 v=1

alors

N N N
L = Y rx) Fu,=> rnxF, (1.42)
v=1 p=1

=1
N

N
vy xFyu= Y (r,—1,) xFyy (1.43)

nAv v,u>v

ou la derniére relation tient compte du fait qu’une particule n’agit pas sur elle-méme, soit
F,,.=0

Or, le vecteur r,, — r,, est dans la direction reliant les particules v et ;1. Si la force entre
ces particules est dans cette direction, comme sur la figure 1.4, alors le produit (x) sera zéro F,
et L = 0 donc L = constante. -

FW .
— VRemarquev | /

Remarque 1.2

Par conséquent : si les particules constituant un systeme fermé n’agissent les unes sur les Figure 1.4 A
autres que selon la droite qui les relie, alors le moment angulaire total du systéme est une Forces entre deux particules.

constante du mouvement.

1.4 Travail et Energie

—

Lorsqu’une force F' agit sur un systéme physique, disons une particule, on dit qu’elle
effectue un travail sur ce systéme. Ceci cause un changement de I’énergie de ce systéme.
Soit une trajectoire C entre les temps ¢( et t. Calculons la quantité F - dx le long de cette
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Figure 1.5 a
Trajectoires entre les temps ¢ et ¢.

RAPPEL
trajectoire
x(t) t . t 2
/ F.dx = /F-ﬁdt“@h”'/ <md—);)'d—xdt
(o) to dt to dt dt
m [*d [(dx dx m [td, ,
= — _ [ =.= t = — -
2/t0dt(dt dt)d 2/t0dt<v)dt
1 1
= EmVQ(t)—amVQ(to)ZT—TO- (1.44)
Ici, a la seconde ligne, nous avons utilisé la relation
d(dx dx\ _ d(dx) dx dx d (dx
dt\dt dt) — dt\dt) dt dt dt\dt
_d () dx _,x dx
o Tdt\adt) dt  Tdt2 dt

Appelant T' = %mv2 I’énergie cinétique, on voit que ’application de la force F se traduit
par un changement de cette énergie cinétique. Notons cependant que I’intégrale ci-dessus se
fait le long d’une trajectoire. Le résultat peut donc dépendre de cette trajectoire (voir figure
1.5), c’est-a-dire de facon générale

/ F.dx # F.dx.
Cl C2

Dans certains cas cependant, et ils sont physiquement importants, 1’intégrale ne dépend pas
de la trajectoire mais uniquement des points initial et final, on dit qu’elle est conservatrice (la
force). Strictement parlant, il s’agit d’une propriété mathématique, c’est-a-dire qui résulte de
la fagon dont F dépend de x, v, t. Il se trouve que dans monde physique réel, plusieurs forces
peuvent étre décrites par de telles fonctions. Lorsque tel est le cas, ’intégrale de F' - dx sur
un parcours fermé est évidemment nul.

0= f{ F - dx 2 V x F-dS (1.45)
C SeC

ou I’application du théoréme de Stokes est responsable de la derniére branche de cette équa-
tion avec S une surface dont la courbe fermée C' marque la frontiére. Comme cette surface est
arbitraire mais que le résultat de I’intégrale doit toujours étre nul alors la fonction a intégrer
doit étre nulle

V xF =0: force conservatrice. (1.46)
Dans ce cas il est toujours possible d’écrire F comme le gradient d’une fonction scalaire. On
écrit

F=-VV(x) (1.47)

et on appelle V' (x) I’énergie potentielle. Ainsi le travail fait par une telle force entre les points
X et X sera

/XF-dx:—/XVV(X)~dx:V(x0)—V(x):VO—V. (1.48)

On avait vu que ce méme travail était donné par T'(x) — T'(x). Nous aurons donc

T+V =Ty,+Vy: Energie conservée. (1.49)
Lorsque la force qui agit sur une particule est conservatrice on peut définir une constante du
mouvement (indépendante de ) qu’on appelle I’énergie £ = T 4 V. Physiquement la force
est donnée par — V'V, on peut donc remplacer V' par V + constante sans changer la force F.
On change alors la valeur de E' en E+ constante. L’échelle d’énergie ne peut donc étre fixée
qu’a une constante additive prés. En pratique on fixe la valeur de V' (x) & une certaine valeur,
Vb, pour une x = xg, Xg et V| étant arbitraires.
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1.5 Systemes a N particules et forces
extérieures

—

Supposons un ensemble de IV particules interagissant entre elles et sur lesquelles peuvent
également agir des forces extérieures. Notons m; la masse de la i®™ particule, F; la force
externe qui agit sur elle et Fy; la force due a I'interaction de la 5™ particule sur la i*"™.
Evidemment F;; = 0 et par la troisiéme loi de Newton F;; = —F; . Pour la ¢'°™ particule,
I’équation de mouvement est

mi%; =Fi+ > Fyj. (1.50)
J
Sommant sur toutes les particules

Zmp"{i = Z F; + Z F;; = Z F;, = F : force externe totale (1.51)
- - v -

1 K3 K3
parce que >, ; F;; = 0. Avec M =}, m; : masse totale des N particules,

1 . 2|1
d’ou
F—Md—zx-o‘x—iz X; (1.53)
= PR u =2 m;X; .

(2
donne la position du centre de masse du systeme. Le mouvement du centre de masse se fait
comme si toute la masse y était concentrée et que la force externe totale s’y appliquait, quelle
que soit I’interaction entre les particules. Définissant le moment linéaire total ou P = M'X,
on aura

d . .
F = EP;ouP:Zi:mixi. (1.54)

Si la force extérieure disparait, F = 0 = %P alors P = constante.
Aprées le moment linéaire total, étudions le moment angulaire total. Nous aurons évidem-
ment par rapport a I’origine Ox

N N
i @

mesuré a partir de I’origine du systéme de coordonnées utilisées. Il est utile d’utiliser les
coordonnées relatives que nous noterons les x;, et définis par x;, = x; — X = x; =
X +x,

N N

N
:Zmi (xgxk’i—l—XxX—i—Xxk’i—i—xng)

mais ), m;x; = 0donc ), m;x'; = 0 aussi, et alors
N .
L=> mx,xx/;+MXxX=L,+Leu (1.56)

ou
N .
LT = Zmzx; X x/;
et b
Leovy=MXxX=XxP..

Ainsi le moment angulaire total par rapport a I’origine d’un systéme inertiel est la somme
vectorielle du mouvement angulaire relatif des particules par rapport au CM et d’un moment
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Figure 1.6 a
Particule dans un potentiel.
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angulaire correspondant a la totalit¢ de la masse centrée au CM par rapport a I’origine du
systéme inertiel.

On peut passer d’un ensemble de particules ponctuelles a un corps de volume fini en
remplacant de fagon adéquate les sommes par des intégrales. Dans ce cas on voit apparaitre
des densité de masse p(x) telles que

M= p(x)d*x. (1.57)
Volume
Supposons maintenant qu’au lieu de considérer un ensemble de particules de masses m1,
ma,...nous ayons affaire a un milieu continu comme un solide. Le méme raisonnement
que dans les sections précédentes s’applique encore avec toutefois un traitement qui différe
quelque peu:

1. La particule de masse m; localisée a la position r; est remplacée par un élément de masse
p(r) d3r ala position r ou p(r) et dr sont la densité de masse et I’élément de volume en

trois dimensions respectivement.

2. Les propriétés des particules X; sont remplacées par des fonctions de la position X(r).

3. Les sommes ) _, sont remplacées par des intégrales.

Voici un sommaire des propriétés globales d’un systéme de particules:

Propriétés globales Dynamique

M = 21 my;

MR = Zz m;r;

P=MV =MR=Y,mv; MA = MR =F"
MA = MR :Zimiai

T=3iMV2+1> mpf?

L:Zilizzimirixpi L=T1
Voici quelques exemples pour des relations énoncées ci-haut:

Propriétés globales Milieu continu

M=>.m M = [ p(r) d&r

MR =3, myr; MR = [rp(r) d’r

P=MV :QM%: > mv; P=MV=[vpr)dr (1.58)
MAledd;}:Zimiai MA = [ap(r) dr [

T =3iMV*+ 1> muf? T=3iMV?+1[v?p(r)dr
L=),L=>,mr; xp; L=[rxvp()dr

@ Exemple 1.1

Systéme simple unidimensionnel:
Si la force F' = F(x) et qu’en une dimension il existe une fonction V'(z) telle que
ng(x) = fa—v.

ox ox
Supposons V' (z) comme sur la figure 1.6 et étudions une particule qui serait soumise a une telle
force. Nous avons

F(z) = (1.59)

E= %:&24—1/(30) —T+V. (1.60)

Evidemment 7' > 0 et donc E > V(z) toujours. Donc E > FE,. Ceci contraint le mouvement.
Par exemple si £ = FE4. alors le mouvement sera limité a la région entre x1 et x2 . Par contre si
FE = E, alors non seulement la région z¢p < z < x3 est-elle possible mais aussi la région x > z4.
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—

En une dimension il est simple d’obtenir la solution a partir de 1’équation pour 1’énergie
ci-dessus. En effet, isolant ‘fi—”t” =1,

dz 2 1
== E(E—V(a:)) (1.61)
Im dx

Intégrant,

m [* dx

ou formellement ¢t — ty = f(x, E) — f(xo, E) ot on isole x = x(t — to, F, xg) : solution
unique si on connait E et 2o = z(tp).

1.6 De(i;rés de liberté

La notion de degré de liberté jouera un role important dans les chapitres qui vont suivre.
Cette section est consacrée a la premiére étape de cette notion.

La premiére caractéristique des degrés de liberté est qu’ils se comptent. Un systéme
physique a un, deux, trois,..., IV degrés de liberté.

Le degré de liberté est la généralisation du nombre de directions indépendantes selon

. . , . o . xr =
lesquelles une particule peut se déplacer dans 1’espace physique. Ainsi, une particule ponctuelle . =
pouvant se déplacer dans une direction posseéde un degré de liberté; elle en posséde deux si
elle peut se déplacer dans un espace a deux dimensions, etc... . Des forces agissant selon une T

ou plusieurs de ces directions peuvent limiter le mouvement de la particule a un domaine fini - T~
selon ces directions sans faire disparaitre le degré de liberté. Par exemple, si une particule est
libre de se déplacer selon I’axe Oz seulement, elle a un degré de liberté. Siune force, disons

harmonique, F, = —kx, agit sur la partlcul:,zle domaine de variation de la particule seraré- gure 1.7 A
To

duit de —z¢ a +x selon son énergie ¥ = =2, et la particule a toujours un degré de liberté.  Trajet d'une particule.
Cependant si cette force est caractérisée par une tige rigide qui empéche tout mouvement,
alors le domaine de variation du mouvement est réduit a zéro et la particule perd son degré
de liberté. Dans I’exemple considéré ici (voir figure 1.7) la direction du mouvement est une
droite (cartésienne). C’est un espace a une dimension géométrique correspondant a un degré
de liberté physique. La particule pourrait ne pouvoir se déplacer que selon une courbe quel-
conque, disons la deuxiéme courbe de la figure 1.7. Encore une fois la particule n’a qu’un
seul degré de liberté, une courbe étant un espace a une dimension, un seul nombre ou coor-
donnée étant suffisant pour déterminer la position de tout point sur la courbe, par exemple la
distance orientée (4 ou —) par rapport a une origine O quelconque.

On peut donc prendre pour régle que le nombre de degrés de liberté d’une particule est
égal au nombre de coordonnées nécessaires et suffisantes pour déterminer la position de la
particule. En général, compter le nombre de coordonnées nécessaires n’est pas difficile; un
systéme physique comptant n particules pouvant toutes se déplacer dans un espace a D di- Y:
mensions aura nD degrés de liberté méme si ces particules sont en interaction a condition r
que ces interactions ne limitent pas a zéro les domaines de variation. Prenons par exemple 0
deux particules ponctuelles, 1 et 2 dans un espace a deux dimensions (voir figure 1.8). Ce Ui e
systéeme compte 2 X 2 = 4 degrés de liberté. Pour décrire ces 4 degrés de liberté on peut -
choisir les 4 coordonnées x1, y1, 2, y2. On peut aussi choi‘sir x1, Y1, 0 etr, cette derniére co- 7 z
ordonnée mesurant la distance entre les deux particules. A chaque fois, quatre coordonnées
sont nécessaires et suffisantes pour décrire les directions selon lesquelles les composantes du
systéme peuvent se déplacer, c’est-a-dire définir exactement la position des deux particules  Figyre 1.8 4

Deux particules ponctuelles reliées par un ressort.
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Y2

Yi

Figure 1.9 a
Deux particules ponctuelles reliées par une tige
rigide.
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du systéme. Dans ce probléme il existe des familles de solutions, correspondant a des con-
ditions initiales spéciales, qui ont comme caractéristique, soit € = constante soit que r =
constante et ou il apparait donc que le domaine de variation de certaines coordonnées est ré-
duit a zéro, semblant indiquer que le nombre de degrés de liberté est maintenant de moins
de quatre. Il n’en est rien, le systéme continue d’avoir quatre degrés de liberté, un sim-
ple changement des conditions initiales demandera quatre coordonnées encore une fois pour
décrire le mouvement. Le nombre de degrés de liberté ne se compte pas dans la solution mais
est une propriété intrinséque du systéme physique.

Supposons maintenant que le ressort soit remplacé par une tige rigide sans masse de
longueur [ (voir figure 1.9). Le domaine de variation de la distance entre les deux particules
est réduit a zéro. Un degré de liberté vient de disparaitre. En effet on peut écrire soit

r=1 = dr=0

soit

\/($2 - 331)2 + (2 — y1)2 =1
alors

dr=d (\/(x2 — )+ (g2 — y1)2> — 0.

Dans la premiére équation, on lit directement que 7 est réglé a la valeur [. 1l ne reste que
les degrés de liberté décrits par z1, y1, 6. Dans la deuxiéme équation, on lit qu’il existe
une relation de dépendance entre quatre coordonnées (x1,y1, 2,y2). Algébriquement cela
signifie que trois seulement des quatre coordonnés sont indépendantes. Ainsi donc un degré
de liberté est décrit mathématiquement par une coordonnée indépendante. Cela signifie que,
physiquement, un degré de liberté correspond a une direction généralisée le long de laquelle
le systéeme peut se déplacer indépendamment des autres directions, ¢’est-a-dire en les gardant
constantes. Clairement ici, si on varie x1, Zo, et y; par exemple, alors y» n’est pas libre
de prendre n’importe quelle valeur. y; est contraint de prendre la valeur telle que ,/— = !
ci-dessus. Ce n’est pas un degré de liberté puisqu’il n’est pas indépendant des autres. Nous
aurons a revenir sur la notion de degré de liberté. Notons ici que nous les comptons dans
I’espace physique, en général ’espace a 3 dimensions dans lequel se situe la mécanique
classique (ou ses sous-espaces a 2 ou 1 dimensions). Il existe aujourd’hui des domaines
d’études en physique, par exemple celui appelé systemes dynamiques, ot on préfére travailler
dans un espace des phases qui contient les vitesses en plus des coordonnées. Par exemple,
I’espace des phases correspondant a notre espace physique habituel décrit, disons par les
coordonnées z, y, et z, comprendra également les vitesses Z, y, et 2. C’est un espace a
6 dimensions et il est commun en systéme dynamique de compter coordonnées et vitesses
comme étant des degrés de liberté. En fait, de facon plus générale, 1’état d’un systéme a un
instant ¢ peut étre représenté par un point

.'E(.'El,... amnapla"'vpn)

dans un espace a 2n dimensions qui constitue I’espace des phases. Comme nous le verrons,
la chose se justifie aisément mais nous garderons ici notre notion de degré de liberté défini
dans I’espace physique seulement. Simple question de convention. Nous reviendrons sur
cette question plus loin.
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1.7 Exercices

—

1.1.

1.2

1.3.
1.4.

1.5.

1.6.

1.7.

1.8.

1.9.

1.10.

Coordonnées polaires
Exprimez la deuxieéme loi de Newton pour une particule ponctuelle de masse m, en 2-D, en coor-
données polaires: F = ma(p, ¢)

Bloc sur un plan incliné
Un bloc de masse m est posé sur un coin de masse M incliné de § = 30° par rapport a I’horizontale.
Le systéme est initialement au repos et les coefficients de friction sont tous nuls (figure 1.10).
(a) Quelle doit étre I’accélération horizontale du coin par rapport a la table pour que le bloc m
demeure au repos par rapport au coin?
(b) Quelle force doit-on alors appliquer sur le coin?
(¢) Sachant qu’aucune force externe n’est appliquée sur le systéme, décrivez en la dynamique
(solutionnez les équations de mouvement).
Indice: Le bloc et le coin bougent tous deux par rapport au sol. Toutefois, si on se place dans
le repére du coin, le bloc glisse sur un plan incliné de 6 = 30°.

En apesanteur
A quelle vitesse angulaire par rapport a sa vitesse actuelle la Terre devrait-elle tourner pour que
nous soyons en apesanteur a sa surface?

Bille sur une sphere
Une bille glisse sans frottement sur une sphere de rayon A partir du sommet (figure 1.11). a quel
angle par rapport a la verticale quittera-t-elle la surface ?

Bille sur un anneau mince

Un anneau mince de masse M et de rayon R tourne autour de son axe vertical (figure 1.12). Une
petite bille de masse m peut glisser librement et sans frottement sur I’anneau. Si lorsque la bille est
au sommet, la vitesse angulaire de I’anneau est wo, quelle est la vitesse angulaire lorsque la bille se
trouve a un angle § = 7 /4 rad par rapport a la verticale ?

Disques concentriques

Un disque de moment d’inertie 4 kg - m? tourne librement sur lui-méme a raison de 3 rad/s. Un
deuxiéme disque, de moment d’inertie 2 kg - m? glisse sur un axe et se dépose sur le premier, puis
les deux tournent ensemble. (Benson, ex 12.5)

(a) Quelle est la vitesse angulaire de ’ensemble ?

(b) Quelle est la variation d’énergie cinétique du systéme ?

Virage serré

Une voiture de masse m prend un virage de rayon 7, incliné vers I’intérieur d’un angle 6 (figure
1.13). Quelle est la vitesse maximale a laquelle la voiture peut prendre le virage sans déraper? Le
coefficient de friction statique est p.

Une échelle
Une échelle de longueur L et de poids p est posée sur un plancher rugueux et contre un mur sans
frottement. Le coefficient de friction statique du plancher est ;z = 0.6. (Benson, ex 12.12)

(a) Déterminez I’angle maximal 6 entre le mur et I’échelle pour que 1’échelle ne glisse pas.

(b) Déterminez la force exercée par le mur pour cette valeur de 6.

Particules

Une particule de masse m; = 4 kg se déplace a la vitesse 5 e, m/s tandis qu’une particule de masse
mg = 2 kg se déplace a 2 e, m/s.

(a) Quelle est I’énergie cinétique du centre de masse?
(b) Quelle est I’énergie cinétique relative?

Un obus
Un obus de masse M = 5 kg se déplace a une vitesse v = 10 m/s dans I’espace explose en deux
parties de masses égales

Figure 1.10 A
Probléme 1.2.

Figure 1.11 A
Probléme 1.4.

Figure 1.12 A
Probléme 1.5.
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1.12.

a < a <::"
22 |

Figure 1.13 A
Probléme 1.7.

1.14.

12

(a) Sile premier fragment a une vitesse v1 = —2 m/s, quelle est la vitesse du deuxiéme fragment?
(b) Quelle est I’énergie cinétique totale initiale et finale?

(¢) Quelle est I’énergie cinétique associée au mouvement du centre de masse avant et aprés I’explosion?

(d) Quelle est I’énergie cinétique totale initiale et finale pour un observateur dans le repere du
centre de masse de 1’obus?
(e) Discutez les résultats

Une haltére

Une haltere est constituée de 2 masses égales reliées par une tige de masse négligeable de longueur
2a. L’haltére est collée sur une table-tournante qui tourne a la vitesse angulaire w. L’haltére est
orientée selon un rayon, son milieu étant situé a une distance R du centre de la table-tournante.
Quel est le moment cinétique total de I’haltére.

Potentiel unidimensionnel
Une particule ponctuelle de masse m est soumise au potentiel 1-D:

V(x) = 4a® — %x4 + 5—10:1:6

Approximer au second ordre la solution z(¢) autour de x = 0.

Deux corps

Deux corps de masses M et m << M gravitent I’'un autour de I’autre. Décrire le mouvement radial
(r(t)) de la masse m autour de la masse M. (Faites les approximations nécessaires en remplagant
le potentiel efficace par une série de Taylor tronquée au second ordre).

2¢ loi de Kepler

Selon la 2° loi de Kepler relative au mouvement planétaire (trajectoire elliptique), la droite joignant
le Soleil et une planéte balaie des aires égales en des temps égaux. Montrer que ce phénomeéne
découle de la conservation du moment cinétique.

Champ de force
Un champ de force est donné par:

2z(y — 1) + ze”
F, = 4y + 22
x 1

et — =
z

Une particule de masse m est déplacée dans ce champ par une force externe Fixr, le long de la

trajectoire:
cost
r(t) = | sint t € [m,3n/4]

i 1 t . . .
(a) Cette force est-elle dérivée d’un potenti€l? Si oui, quel est ce potentiel?
(b) Quelle est la variation d’énergie cinétique du systéme lors du parcours de la trajectoire r(t)?
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FORMALISME DE LAGRANGE

2.1 Coordonnées genéralisées

—

Le formalisme de Lagrange permet d’étudier une vaste gamme de problémes en mé-
canique. En ce sens il est équivalent au formalisme de Newton mais, il a sur ce dernier un
certain nombre d’avantages. D’abord, il est fondé sur un principe théorique fondamental et
¢légant. Il utilise des quantités scalaires plutdt que vectorielles et, en ce sens, sa forme est
indépendante des coordonnées utilisées. C’est également la porte d’entrée a une foule de
méthodes qui forment la base de la physique moderne en mécanique quantique et dans les
théories de champs classiques et quantiques.

Nous présenterons d’abord la méthode dans un cadre assez simple pour ensuite en souligner
certaines limites d’application. L’intérét et les avantages de ce formalisme deviendront gradu-
ellement évidents.

Afin de souligner I’invariance de forme selon les types de coordonnées utilisées, nous
les noterons ¢; et on les appelle souvent coordonnées généralisées. Elles sont absolument
quelconques sauf pour les limitations que nous verrons dans la section sur les contraintes.

2.2 Principe de base
—

Nous discutons ici d’une particule ponctuelle dont la position instantanée est donnée par
les trois nombres notés {¢;| i = 1,2, 3} . Cette particule suit une trajectoire qui se développe
avec le temps ¢ et dont I’équation
est le résultat recherché. Le long de la trajectoire, on définira les composantes de la vitesse
généralisée {¢;| i = 1,2, 3} définies par

. d )
G; = %qi(t), i=1,2,3. (2.2)

Notre expérience consiste en une source de particules (identiques, avec les mémes con-
ditions initiales) que nous situons au point P; et en un détecteur que nous situons en P». A
un temps noté ¢; nous émettons une particule en P; (de coordonné ¢;(¢1)). Nous ne nous in-
téressons qu’aux particules détectées en P a un temps ¢ tel que to — ¢ est le méme pour
toutes les expériences. Nous répétons 1’expérience un bon nombre de fois. A priori, il y a
un nombre infini de trajectoires possibles pour les particules satisfaisant les paramétres de
I’expérience : Cy,Cy,Co,Cs, ... (voir figure 2.1). Pour les distinguer les unes des autres,
utilisons le paramétre « tel que la trajectoire C,, obéit aux équations

o\ = (™ (t) 2.3)

ou, pour un 5 donné qlia) (t) # qfo‘/) (t) pour o # o' (deux trajectoires différentes). Cepen-
dant, ayant observé 1’expérience a de multiples reprises, nous constatons que les particules
ayant satisfait les paramétres de I’expérience ont toutes utilisé la méme trajectoire, disons Cj.
La nature semble donc préférer cette trajectoire et la choisit toujours.

Chapitre 2

Coordonnées généralisées ...
.2 Principe de base

2.3 Variation fonctionnelle

2.4 Lafonction L(g;,q;,t)

2.5 Coordonnées curvilignes

2.6 Contraintes holonomes et
non-holonomes

2.7 Lois de conservation et
constantes du mouvement

2.8 Invariance de jauge

2.9 Quelques caractéristiques,
propriétés, limites

2.10 Symétrie de
I'espace-temps %%

2.11 Exercices

Figure 2.1 A
Trajectoires entre points P; et Ps.
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Figure 2.2 a
Minimisation de I'action.
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Figure 2.3 a

Variations des trajectoires.
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La méthode de Lagrange compare les trajectoires possibles entre elles, assigne une quan-
tité a chaque trajectoire et nous donne un critére pour choisir la bonne. Pour ce faire, nous
calculerons (en principe) une quantité, notée S(a), qui caractérise la trajectoire «

S(a) = /tsz(qﬁ)(t),q'Ea’(t),t) dt 2:4)

ou la fonction L, qui reste & déterminer, dépend des ¢;(t), des ¢;(t) et, possiblement, ex-
plicitement de ¢ lui-méme. On aurait pu prévoir que L ait une dépendance en §;— mais
I’expérience nous indique que ce n’est pas nécessaire. Ayant calculé (en principe) S(«)
pour toutes les trajectoires nous décidons de la bonne en comparant les différentes valeurs
obtenues pour S. Pour pouvoir choisir un « donné, il s’offre a nous une variété de critére de
sélection: On peut choisir que S' prenne une valeur particuliére en ce point (cette méthode
est un peu trop arbitraire et se généralise mal) ou que S ait un comportement particulier. Le
comportement le plus simple a identifier, ¢’est le point stationnaire, 1a ou S est un extremum.
C’est le cas de @ sur la figure 2.2, mais également de o!. Dans ce qui suit, nous supposerons
toujours qu’il s’agit de & (bien que ce soit difficilement démontrable). Nous écrirons donc la
condition qui décrit le minimum de S(«)

ds
45D _ g — ds(), =0 (2.5)
da |5
et qui définit @ et fixe ainsi la bonne trajectoire sur laquelle .S prend la valeur extréme (mini-

male) S(@).

La quantité S s’appelle I’action et le principe énoncé ci-dessus est le principe de moindre
action. C’est un principe variationnel, ¢’est-a-dire nous recherchons un point fixe de .S tel
que dS = 0. Aujourd’hui, on tend a baser toutes les lois de la physique sur de tels principes.

2.3 Variation fonctionnelle
—

Ci-dessus nous avons écrit
dS =0 (2.6)
comme si la variation de S en était une au sens habituel, ¢’est-a-dire le long d’une trajectoire.
Or, ce n’est pas le cas du tout, la variation est faite en comparant des trajectoires, c’est-a-dire
en variant selon les fonctions qia) (t) (voir figure 2.3). On notera de telles variations a ’aide
du symbole 0 plutot que du symbole d. La distinction est claire

différence d : dg\™ (t) = ¢\ (t + dt) — ¢! () (2.7)
variation § : 8¢\ (t) = ¢\ () — q(a/)(t). (2.8)

K3

Sur une trajectoire donnée on connait ¢'* = ¢\ (t) et les vitesses ¢\*(£) sont fixées.
Mais en comparant des trajectoires on constate sur la figure 2.4 qu’entre a et o', 5¢(®)(t) est
le méme qu’en comparant a avec /. Ceci n’est pas vrai des ¢(®)(t). Les variations des
vitesses sont donc indépendantes des variations des coordonnées dans ce formalisme parce
que nous comparons des trajectoires différentes. Ces variations étant a temps constant c¢’est-
a-dire par exemple

a” () —a* () = ™ (1) — 4" (1) = 54 (1) (2.9)
mais , .,
Q) = d\ @) # a0 - a7 (@) (2.10)
les variations en « et en temps ¢ sont indépendantes et
() _ s (4 (a) _d (¢ (a)
010 =5 () = 7 (5470). @)
Si nous calculons la différentielle ordinaire d’une fonction f(x,y), ¢’est-a-dire df, nous
obtiendrons of of
dj = —dx + =—d 2.12
f(z.y) = 5 v+, (2.12)



Variation fonctionnelle

si les variations dx et dy sont indépendantes. Le méme type d’opération s’applique au calcul,
par exemple de L

SL(gi, girt) = 6% +Z (2.13)
etiln’y a pas de terme %5t, puisque 6t = O, les varlatlons étant a temps constant.
Pour appliquer le principe de moindre action nous aurons a calculer
to to
0S8 = (S/ L(qi, q'i,t)dt = / 5L(qi,qi,t)dt =0 (214)
t1 ty

puisqu’on peut intervertir les variations en ¢ et en «. En effet, d¢;(¢1) = 0 = Jq¢;(t2) parce
que selon les paramétres de I’expérience la particule est nécessairement en P; au temps 1
et en P, au temps t2. Ces deux points ne sont pas variés, toutes les trajectoires considérées
devant les relier.

Nous aurons donc
ta

ty
oL oL .
3_%6% + Z 5_%6%] dt

I
ZaLd 5%1 "

[ |25
/t dt <§L)5qzdt (2.16)

Intégrons par parties le deuxiéme terme du crochet [ ]
0g¢; dt
oL _ |" / <8L)
— oq;dt
. . dt \ 0
=0

2 9L d (6q;) oL
Ldt = / ( 5q; ) dt —
/t y o dt \ g
ou le premier terme de droite est zéro puisque dq;(t1) = dg;(t2) = 0, les points P; o étant
fixes donc non variables. Remplagant, nous avons, mettant dg; en évidence

[ [ () e

Pour aller plus loin nous devons faire I’hypothése que les d¢; sont indépendants les uns
des autres. En termes physiques, cette indépendance des d¢; signifiera que les ¢; sont in-
dépendants les uns des autres, c’est-a-dire qu’il n’existe aucune contrainte les reliant. Ils
devront donc correspondre a des degrés de liberté physique du systéme.

Posant donc que les g; sont indépendants et comme ils sont quelconques, la seule facon
de satisfaire cette équation est que chaque terme dans [ | de (2.18) soit identiquement nul,

O =

(2.15)

1

qi 2.17)

(2.18)

c’est-a-dire oL 4 /8L
- — =0 2.19
généralement écrit
d (0L oL
— | == =0. 2.20
(8%’ 8% ( )

Ce sont les fameuses équations d’Euler-Lagrange. Une fois solutionnées, elles définissent un
ensemble d’expressions
¢ = qi(t) (2.21)
qui sont les équations définissant la trajectoire désirée que nous identifions a la trajectoire
physique.
Nous avons débuté en parlant d’une particule mais clairement, cela n’a eu aucun impact
dans le développement de cette équation. Elle demeure valable pour un systéme a un nombre
arbitraire, n, de degrés de liberté pourvu qu’ils ne soient pas contraints. Nous obtiendrons

Chapitre 2

q; o .
Qz( )(t) ¢ (t)
« |
|
o (a)(t) (OL”) (t)
o' |
| (o )(t) .
t
Figure 2.4 a

Comparaison des trajectoires «a et o':

5q()(t)

est le méme.
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alors n équations pour i = 1, 2....n. De plus, rien n’a été dit sur les {¢; } . Ils sont quelconques
et mesurent des longueurs, des angles, des.... La forme de 1’équation n’est pas affectée par le
choix des {¢; } .Nous avons donc ici une recette qui fonctionne dés que nous savons construire
le Lagrangien pour un systéme physique.

— Vv Remarquev |

Remarque 2.1

On remarque ici qu’étant donné que les g; sont quelconques, ils n’ont pas nécessairement
les mémes dimensions. La ou dans I’équation de Newton

F =ma (2.22)

toutes les composantes (de gauche et de droite) de cette équation vectorielle ont une di-
mension de [M LT~2], il n’en va pas de méme des composantes de I’équation d’Euler-
Lagrange. Elles n’auront dimension de forces que si ¢; a les dimensions de longueur.
L’approche lagrangienne fait automatiquement la cuisine des dimensions. Elle est dimen-

sionnellement homogeéne.

|[dentité de Beltrami

Un cas particulier fréquent est celui ou la fonction L est indépendante de ¢. L’équation
d’Euler-Lagrange prend la forme suivante, appelée identité¢ de Beltrami :

L—g (g%) = C = constante

Pour s’en rendre compte, dérivons par rapport au temps 1’identité de Beltrami, soit

d . (OL\\
7 (i (g7)) -0

Ici
dL _ ((OL\ dg; = (OLY\ dg;
w5+ (5) %)
oL\ . oL\ .
- ((a@) et (a@) %‘)
et
d (. (0L . [ OL .d (0L
a@ (qi (a—q-i)) 0 (a—@) T (a—%) -
Combinant
d . (0L
2 (-5(3)) -
OL . (OL . (OL .d (0L
(o (57) +i (o) - (57) ~oz (7)) =
OL .d (0L
(#(5) -0z (7)) =
((3) &) =
“\\ 9, dt \9q; ) )

ou cela suppose 1’équation d’Euler-Lagrange

4 (ony (ony
dt \ 9¢; @)



La fonction L(g;, ¢;,t)

Deux exemples célébres mettent a profit cet identité:
1. La courbe brachistochrone: On cherche a trouver la courbe reliant un point A a un point
B, situé a une altitude plus faible, tel qu’un objet partant du point A sans vitesse initiale
et glissant sans frottement sur la courbe rejoigne le plus rapidement possible le point B
(voir problémes a la fin du chapitre).

2. Le principe de Fermat: L’objectif est de déterminer un chemin optique plan, en se basant
sur le principe qui stipule que: La lumiére se propage d’un point & un autre sur des
trajectoires telles que la durée du parcours soit extrémale (voir section 2.1).

2.4 La fonction qu,,;,qi,tz

Il est évident, toute la validité de la méthode repose sur le choix ou la définition de L.
Il devrait étre également évident, étant donné que les équations d’Euler-Lagrange prétendent
résoudre le probléme mécanique en ayant la trajectoire physique comme solution, que ces
équations devraient correspondre aux équations de Newton. On peut de fait démontrer la
forme de L a partir des équations de Newton. Nous en postulerons la forme et vérifierons le
bien fondé de notre hypothése.

Forces conservatrices

On appelle une force conservatrice (sur une particule), une force F telle que V x F = 0.
Une telle force F(r) peut s’écrire alors
F(r) = -VV(r) (2.23)
ou V(r) est appelé le potentiel ou 1’énergie potentielle puisque mathématiquement le rota-
tionel du gradient d’un fonction scalaire est toujours nul:
V X (V(r) =0

On vérifie facilement alors qu’on peut écrire

L=T-V (2.24)
ou T est I’énergie cinétique.
Vérifions maintenant que les équations d’Euler-Lagrange correspondent bien aux équa-
tions de Newton pour une particule soumise a une telle force. Utilisons ici les coordonnées
cartésiennes que nous noterons x; = (z,y, z). Alors

1 .
T = Z §mx§, V =V(z;). (2.25)
J
Donc 1
L=T-V= Z§m¢§ —V(z). (2.26)
J
L’équation d’Euler-Lagrange pour le degré de liberté x; (i fixé) demande que 1’on calcule
oL ov
=— 2.27
oL d (0L
— % i — _— = Z . 2.28
om M T W (aj;i) e (2:28)
L’équation d’Euler-Lagrange donne donc ici
ov
mi;+—=— =0 (2.29)

al’i

Chapitre 2
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Figure 2.5 a

L'énergie potentielle quelconque d’'une particule
au voisinage de g correspond a un extremum de
V(z). Le développement en série V(x) pres de
xo.meéne a un potentiel harmonique.
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ou

ov
8% o
Il y a donc équivalence compléte avec Newton.
Dans I’approche lagrangienne, on apprend a raisonner a partir de concepts d’énergie,
potentielle et cinétique, au lieu de concepts de force. Les deux approches sont évidemment
équivalentes physiquement, mais les énergies n’étant pas des quantités vectorielles, elles sont
conceptuellement plus faciles a utiliser dans une vaste gamme de problémes. En physique
quantique par exemple, la notion de force n’a aucune signification mais les notions d’énergie
demeurent valables. C’est une raison de plus pour se familiariser avec leur utilisation. De
plus, la force au sens de Newton est une action instantanée a distance. En relativité, une
telle chose est impossible. La notion de force est donc une création purement classique et
macroscopique et contrairement a notre intuition, son intérét est limité.

F,. (2.30)

Quelques exemples importants:
w

Il est important de noter que nous n’avons identifié que quatre types d’interactions (forces)
fondamentales dans la nature: gravitationnelle, électromagnétique, faible et forte. Les deux
derniéres étant purement quantiques, seules les deux premiéres se manifestent en physique
classique. Or, la force gravitationnelle est du type en r~2 et dérive donc d’un potentiel

GMm 1
x —=—. (2.31)
r r

Il en va de méme de I’interaction coulombienne qui fait partic des interactions électro-
magnétiques (nous reviendrons plus tard sur I’ensemble des forces électromagnétiques).Elle

a aussi une force en 72 et de ce fait dérive d’un potentiel

Vgrav = -

ere 1
Vooutomy = = 0¢ —— (232)
TEQT r
Un autre cas important est celui de la force harmonique (typiquement le ressort parfait)
qui est Fham, = —k(z — xo) et dérive donc d’un potentiel
k _ 2
Viam, = 2@ —20)° 2%) . (2.33)

Bien que n’étant pas une interaction fondamentale de la nature, elle joue fréquemment un
role important dans les calculs. En effet dans des systémes a géométrie un peu compliquée,
I’énergie potentielle d’une particule peut prendre une allure assez quelconque comme sur la
figure 2.5. Cependant au voisinage de x( correspondant a un extremum de V' (z), on peut
faire le développement en série

2
rT—x

%V”(zo) . (2.34)

Le premier terme est une constante sans grand intérét. Le deuxiéme terme est nul, V' (z()

puisque que le minimum de V' se trouve en x. La premiére approximation non triviale est

donc
(x — x0)? [sz} k

B d—ZL’Q = 5“ = ‘/harm.(u) (235)

V(z) = V(zg) + (x — x0)V'(x0) +

V() ~
ou
d*V
dx?
Ainsi pour bon nombre de matériaux, la premiére réponse a un (petit) déplacement hors
d’équilibre est harmonique. Ceci est d’une grande importance pratique.

u=(x—xzo) et k= { } : un nombre. (2.36)

Forces non conservatrices




Coordonnées curvilignes

Mathématiquement, peu de fonctions F dérivent d’un gradient
F(r) # —-VV(r). (2.37)

Il en est ainsi par exemple des forces de frictions que I’on écrit souvent empiriquement
comme
Frict, = —knya" (2.38)

ou typiquement n ~ 1 pour les basses vitesses (écoulement laminaire) et n ~ 2 pour
des vitesses plus élevées (écoulement turbulent). La constante k& dépend entre autres de la
géométrie du probléme et sa détermination est généralement empirique.

Pour tenir compte de tels effets, il faut alors définir une force généralisée, de composantes
Q; et notre équation d’Euler-Lagrange devient

25 -5 (239)
dt 8qi 8qi

En général, il faut étre prudent dans la détermination de (); puisque les composantes ne
sont pas nécessairement cartésiennes et que les équations n’ont méme pas toutes les mémes
dimensions!

I1 existe une exception notable et qui apparait aujourd’hui comme extraordinairement
importante. Nous en discuterons plus loin dans le cadre de I’invariance de jauge et nous
verrons qu’elle correspond a I’interaction électromagnétique compléte.

2.5 Coordonnées curvilignes

—

On écrit communément

T = %mv2 (2.40)
ou il est entendu que

vi=v.v=r1F. (2.41)
Cette notation peut rapidement préter a confusion. En effet, en coordonnées cartésiennes

dans un repére inertiel, il n’y a pas de probléme

r=(x,y,2) = e, +ye, + ze, (2.42)
r = gde, +ye, + ze, (2.43)
donc
r=(&,9,%) (2.44)
et
vi=a% 4% + 2% (2.45)

Cette simplicité vient du fait que z, y et z ont tous les trois des dimensions de longueur et que
leurs axes sont fixes et orthogonaux. Qu’arrive-t-il lorsqu’on passe a d’autres coordonnées?
Prenons par exemple les coordonnées sphériques ou

r=(r0,¢) (2.46)
ou 6 et  sont des angles (voir figure 2.6). Doit-on sans ambiguité définir
i = (,0,()? (2.47)

Deux problémes surgissent ici, dus aux faits que (voir figure 2.7):
1. 7,0 et  n’ont pas les mémes dimensions,

2. leurs axes sont orthogonaux mais ne sont pas fixes.

Chapitre 2

Figure 2.6 a

Coordonnées cartésiennes versus coordonnées

sphériques.
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Figure 2.7 «»
Coordonnées cartésiennes versus coordonnées
sphériques.
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b
z
z e
- \V2
e, ey €, ) ey
e?/ e:l;" P P.J I’P
~3 e PR -~ S
e, ‘ ~ ANy o
Pg ~\\ ’ ey y 60 e\'{«’ ‘s\ S
€.
X
x

Les axes cartésiens (a) demeurent paralléles a eux-mémes en différents points, ici P; et Py

alors qu’en (b) on voit que les axes du systéme sphérique sont en tous points perpendiculaires

I’un a ’autre mais (P; ) n’est pas paralléle a (P ), etc...
En effet, si nous écrivons le rayon vecteur
r=(z,y,2) = ve, + ye, + ze;
nous obtenons

. r . . .
r=— =xe; +ye, + ze,

(2.48)

(2.49)

parce que &, = &, = &, = 0. On n’a cette simplicité qu’en coordonnées cartésiennes. De

fait, sachant que

x = rsinfcosgp
= rsinfsine
z = rcosf
on calcule
& = 7rsinfcosp+ rdcosfcosp — rpsinbsing
= 7sinfsin g 4 10 cossin g + rsin b cos
5 = fcosf—rfsin.
On sait que
1
T = —mv?
2
et
vi=id?+ 9% + 2%
on obtient

v2 =72 +120” + r2sin? 0
Les coordonnées étant , 0 et , clairement
1 1 . 1
T # §mr'2 + §m92 + §m<,'02.

mais bien m m .2 m
T= 57'"2 + 57"29 + 57’2 sin? 0¢?
De fagon générale, on écrira alors

m ..

T = Z Egij qiq;
i,

Pour les coordonnées cartésiennes, on identifie, ¢; = (z,y, z) et
1 00

gij=10

0

: coordonnées généralisées.

O =
= O

(2.50)

2.51)

(2.52)

(2.53)

(2.54)

(2.55)

(2.56)

2.57)



Coordonnées curvilignes

alors que pour les coordonnées sphériques, ¢; = (r, 0, ¢)

1 0 0
g;=10 r 0 . (2.58)

0 0 7r2sin®*0
Ici, dans les deux cas, g;; est diagonal parce que les deux systémes d’axes restent orthogonaux
en tout point. Pour le cas sphérique, les g;; ne sont pas des constantes, mais des fonctions
de la position qui tiennent compte simultanément du fait que 6 et o n’ont pas des dimensions
de longueur et du fait que les axes e, eg et e, varient en direction d’un point a I’autre de
I’espace. g;; s’appelle la métrique (tenseur métrique) et il apparait généralement dans la
définition de I’é1ément de longueur souvent noté

ds?® = dr-dr. (2.59)

En coordonnées cartésiennes
ds® = (dz)? + (dy)* + (dz)? (2.60)

alors qu’en coordonnées sphériques

ds? = (dr)? + r? (d6)* + 1% sin” 0 (dy)* (2.61)

et on écrit de fagon générale
s> = gijdgidg;. (2.62)

0]

C’est 1a la définition formelle de la métrique, g;;, qui a une dépendance sur les coordonnées
(en général). Fondamentalement la métrique permet de définir la longueur dans un espace
donné. On vérifie facilement ci-dessus que g;; est identique au g;; qui nous permet de définir
sans ambiguité 1’énergie cinétique 7" par

m ..
T = Z 392’;'(]1'%‘- (2.63)

,J

Tout ceci est trés important pour obtenir les équations du mouvement, spécialement lorsque
les coordonnées utilisées ne sont pas les coordonnées cartésiennes. En effet, dans le cas des
coordonnées cartésiennes, 1’équation de Newton est F' = ma avec les composantes

d
la ot 2;=(z,y, z) pour i = 1,2, 3. Du lagrangien
_m .2 _
L= Z i — V() (2.65)
les équations d’Euler-Lagrange nous donnent
d 101%
— (mz;) = —=—. 2.66
7 (mii) %, (2.66)
Identifiant F = — V'V, les deux équations sont identiques et Euler-Lagrange concorde avec
Newton.
En coordonnées sphériques, par contre, I’équation de Newton pour 6 n’est pas
d .
- (m9i> —F (2.67)
Sachant que le lagrangien sera
L= % (ﬁ 47207 4+ 12 sin? 9<p2) —V(r,6,¢) (2.68)

I’équation d’Euler-Lagrange nous donnera

Chapitre 2
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e pourgq; =r

OL O [m (.o 922 o5 . 2.9
3 = gz (T et 0t) — V(0.0
= mr
i 8—L = mr
dt \ or o
et
oL _ a m .2 2,2 2. 2,2
o 670[2(7" £ 475’ 007) ~ V(r,0,0)
= mr(92 + mr sin? 6@2 — C(;—‘;
donc -
mit = mrd” + mrsin? 02 — or
,
e Pourf,avec
a_I'/ = — {m (7*2 +7‘292 + r2sin? 9gb2> —V(r,0,p)
00 00 L2 » Uy
= mr’f
4 (3_L) = mr?0 + 2mrif
dt \ 96
et
oL _ a m .2 2,2 2 . 2,.2
20 69[2 (T +r0 +rsin 9<P)—V(7’,9,<p)}
= mr? sin@cos@ng— aa—‘g
donc -
mr20 + 2mri — mr? sin 0 cos 9(,'02 =35

(2.69)
(2.70)

.71)

2.72)

(2.73)

(2.74)

(2.75)
(2.76)
2.77)

(2.78)

(2.79)

(2.80)

ce qui n’était pas a priori évident. On sait retrouver ce résultat a partir de 1’équation
. . . 2 .. .

de Newton si on fait attention dans le calcul de %. Cependant la cuisine est relative-

ment désagréable. La méthode lagrangienne nous donne « automatiquement » la bonne

équation. On remarquera qu’en divisant par mr2, 1’équation en 6 est
1 0V
mr2 00

. 9.
0 + =70 — sin 0 cos Op* = —
r

e Finalement pour ¢

Z_i = 8%0 {% (r'2 + 120”4 12 sin? 9(,272) - V(r0, 90)}
= mr?psin®6
4 <6—L> = mr?psin® 0 + 2mrigpsin® 0 + 2mr?0 sin 0 cos 6
dt \ 0¢
et
g—f; = 8%0 {% (7”2 +720° + 12 sin? 0g'02) —V(r®, go)}
B )%
e
donc
mr?psin? 0 + 2mri¢ sin? 0 + 2mr20¢ sin 0 cos § = —g—‘;.

Le coté gauche est de la forme

Gi+ > Thdjdn.
gk

(2.81)

(2.82)
(2.83)
(2.84)

(2.85)

(2.86)

(2.87)

(2.88)



Contraintes holonomes et non-holonomes

C’est ce qui s’appelle la dérivée covariante par rapport au temps du vecteur vitesse de com-
posante ¢;. Ici, si ¢; = (1,0, ) pour i = 1,2, 3, ’équation en 6 correspond 4 ¢ = 2 et au lieu
de %qi = §; = 0, la bonne définition de la dérivée par rapport au temps, tenant compte des
unités et du fait que les vecteurs unitaires varient d’un point a I’autre, sera

0 + T2 77 + T2,70 + T2 4 12,70 + 12,00

+ 3500 + I3y o7 + Tp00 + D500,
Donc nous avons des termes additionnels

Tenant compte du fait que I‘;'- L =Tt ; on identifie, pour les coordonnées sphériques

ry, =0,
F%Q = F%1 = 1,
r
i, = I3,=0, (2.89)
I3, = 0,
F§3 = F:%Qu
1"§3 = sinfcosb,

A partir de L on peut identifier les Fjl-k et les F?k de la méme facon. Ce qui distingue les
coordonnées cartésiennes, c’est que tous les F; x = 0, c’est le seul systéme de coordonnées
pour lequel c’est vrai (et uniquement parce que I’espace considéré ici est plat, c’est-a-dire sa
courbure est nulle). Ces facteurs géométriques, Fj- &> appelés symboles de Christoffel, jouent
donc un réle important. On peut les calculer par la formule

; 1 _y |99 | Og 39;’;;} }
=L %96y 99 2.90
Jk 2 Zl: |:(g )zl [an an aql ( )

ot g~ ! est la matrice inverse de g. On voit qu’ils sont entiérement déterminés par la métrique,
g. Cette cuisine compliquée, la méthode lagrangienne la fait automatiquement. Ce n’est pas
le moindre de son intérét!*

2.6 Contraintes holonomes et
non-holonomes

—

Il peut exister plusieurs types de contraintes, par exemple x = a signifie que le mouve-
ment est gelé en x et qu’il est contraint de ne se faire que dans le plan yz passant par x = a. Il
ne reste que deux degrés de liberté, y et z. On peut également avoir une contrainte du type

J=a, (2.91)

c’est-a-dire la vitesse selon y est contrainte d’avoir la valeur a. Cette équation s’integre
trivialement pour donner

y=at+Db. (2.92)
Soit le lagrangien (avant de tenir compte des contraintes)
L= % (% + 97 + 22) - V(z,y,2) (2.93)

Si la contrainte est x = a donc & = 0, on devra écrire
L= % (7% + %) = V(a,y, 2) (2.94)

et nous n’aurons que deux équations d’Euler-Lagrange, une pour y et une pour z.
Si la contrainte est y = a donc y = at + b, on devra écrire

I — % (3-32 + a2+ 2'2) — V(z,at +b,z) (2.95)

' Vector Analysis, M. Spiegel, Schaum.
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et nous n’aurons que deux équations d’Euler-Lagrange, ici une pour x et une pour z. Notons
que ces solutions seront paramétrées par b s’il reste inconnu.
De fagon générale une contrainte s’écrit sous la forme
>0

f(Q17q2a"'a(j17q.2)"') =0 . (296)
<0

Les cas d’inégalité correspondent a des contraintes non holonomes. En fait, on définit comme
contraintes holonomes, les contraintes qui s’écrivent
. d .
f(Qi7Qia t) = Eh(QZa t) =0 soit h(Qia t) =C (297)

ou h(q;, t) est une fonction quelconque des coordonnés (et du temps). On appelle non holono-
mes celles qui n’obéissent pas a une telle relation, soit que

L. f(qir i t) # £h(git)
2.0u f(qi,q'i,t) < 0Oou f(qi,qi,t) > 0.

Par ailleurs, si 1’équation de la contrainte holonome dépend du temps, elle est dite rhéonome.
Si elle n’en dépend pas, elle est dite scléronome.

0 .
f = 0, 8—{ #0 contrainte rhéonome
of . .
f = 0, i 0 contrainte scléronome
Nous parlons de trajectoires, ¢’est-a-dire de 1’existence de fonctions
¢ =qt) — ¢ =d(). (2.98)
Par conséquent, pour une contrainte holonome
F(aidit) = —hlgi,t) Z o Lv 22, (2.99)
De telles trajectoires satisfont
h(gi,t) = C  : une constante. (2.100)

Dans les deux exemples vus précédemment les contraintes sont holonomes.

Nous avions d’abord étudi¢ x = a. Cette contrainte est triviale puisque nous avons déja
la solution z(t) = a et il s’agit de la constante du mouvement que & doit représenter. Ainsi,
nous aurons simplement h = x =aouC =a et

dh .
f_ _g;zo, (2.101)
On pourrait étre tenter d’imposer la contramte x = a en définissant
f=x—a=0

mais ceci méne a la forme

h:/(x(t)—a)dt: (/x(t)dt) —a=C.

Ainsi formulée, la contrainte signifie que la position moyenne en = de la particule est une
constante, ce qui est tout a fait correct mais dénué d’intérét. En fait, ’information pertinente
provient plutét de la relation avec f qui correspond ici a la définition d’une constante du
mouvement.

Par contre, le deuxiéme cas étudié correspond a

y=a (2.102)
et nous écrivons
f=y—a=0 (2.103)
ce qui méne a
h=y—at=C. (2.104)

De fagon générale, une contrainte holonome est intégrable au sens ou on peut (méme si
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c’est compliqué) 1’écrire sous une forme permettant une substitution exacte dans le lagrang-
ien, faisant ainsi disparaitre les degrés de liberté contraints. Physiquement on peut visualiser
la contrainte comme étant due a une force extérieure telle que son effet impose au mouve-
ment d’étre contraint. Selon ce point de vue: Si cette force est indépendante des (c’est-a-dire
la méme pour) trajectoires possibles, alors la contrainte est holonome. Si cette force dépend
de la trajectoire (varie d’une trajectoire a I’autre) alors la contrainte est non-holonome.

Méthode des multiplicateurs de Lagrange

Siun lagrangien L dépend de degrés de liberté contraints, les équations d’Euler-Lagrange

qu’on peut en déduire
a4 (8L> _ oL =0 (2.105)
dt \ 9¢; 9qi
ne sont pas valides. Elles ne peuvent donc pas représenter nos équations de mouvement.
Ce lagrangien est inutile. Or, lorsque les contraintes sont non-holonomes nous sommes en
général incapable d’extraire exactement les degrés de liberté contraints du lagrangien.
Méme pour certaines contraintes holonomes, 1’exercice peut étre difficile. Il existe une
méthode, dite des multiplicateurs de Lagrange, qui peut alors étre utile. Nous la présentons
sans démonstration.
Soit un lagrangien, L(q;, ¢;,t), ¢ = 1,2...n décrivant un systéme mécanique dont les
trajectoires doivent obéir a une contrainte qu’on sait exprimer comme

f(gj,d,t) = 0. (2.106)
On construit alors un lagrangien auxiliaire, L’

L' =L+ \(q;,4;,1) (2.107)
pour lequel on suppose que la contrainte est (temporairement) levée. Ceci étant, les n degrés
de liberté peuvent étre considérés comme indépendants et les n équations de Euler-Lagrange

d (oL oL’
—[=—|—-—=—=0 ;i=1,2,.. 2.108
7 (5) 5o =0 si=t2n (2,108
sont valides. En principe, on peut résoudre pour obtenir les équations de la trajectoire
¢ = gi(t, \) (2.109)
qui seront paramétrées par A puisque L’ en dépend. On peut en calculer les
. d .
G = 70 = @i(t, ). (2.110)
On remplace alors dans 1’équation de contrainte
f(qi(t,A)a(ji(ta)‘)at)ZO (2.111)
qui permet de calculer la valeur de \ _
A=A (2.112)

permettant & la contrainte d’étre satisfaite. On remplace alors cette valeur de A = X dans les
équations de la trajectoire pour obtenir les équations de la trajectoire contrainte
G =qt,\) ;i=12,..n. (2.113)

Pour simple qu’elle soit en apparence, cette méthode n’est pas triviale d’application. En
effet, on doit prévoir de

flai(t,A),6i(t,A), 1) =0 (2.114)
que la solution dépende de ¢, c’est-a-dire A = A = A(¢) dépendra généralement de ¢. Or, si
I’équation de contrainte dépend des ¢; alors

oL 0L n aof
94 94 " g

d (oL'\ d (OL d (0f\ . of
dt (8%) S dt (aqz) AL (8@-) +Aaqi (2.116)

(2.115)

et
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et nous voyons apparaitre non plus seulement A mais aussi A inconnu. C’est d’ailleurs tou-
jours le cas pour les contraintes non-holonomes.

Nous ne pousserons pas plus loin la présentation de cette méthode qui nous meénerait a
des divergences considérables. Pour ceux qui sont intéressés on peut consulter les livres de
Goldstein ou de Saletan et Cramer par exemple.

2.7 Lois de conservation et constantes du
mouvement

—

Dans certains cas, il est possible de simplifier la résolution des équations d’Euler-Lagrange.

Variables cycliques
|

Il existe bien des situations ou le lagrangien dépend d’une certaine variable ¢ mais ne
dépend pas de q. On appelle ¢ une variable cyclique et de 1’équation d’Euler-Lagrange pour

d (0L oL
(=Y _Z==9 2.117
ﬁ(@) 9 @1
on tire, du fait de I’indépendance de L en ¢, que
oL
— =9 2.118
5 (2.118)
et donc 4 /oL
— (= 1]=0 2.119
ﬁ(%) @119
d’ou nous concluons que
oL
B_q' = constante. (2.120)
Cette quantité est appelé constante du mouvement. On la nomme aussi intégrale premiére.
Pour un systéme a n degrés de liberté {g;| ¢ = 1,2...n} nous aurons n équations
d’Euler-Lagrange
d (0L oL
— — =0, i=1,2...n 2.121
5 (50) - Go =0 i=t2e @121)

En mécanique, ces équations sont des équations différentielles du 2™ ordre, c’est-a-dire
chaque équation est du type
filddjq5.) =0. (2.122)
Pour fixer de facon unique la solution d’une équation du 2'°™® ordre nous avons besoin de
deux conditions, qu’elles soient initiales, finales, limites... Techniquement cela signifie que
I’intégration de chacune de ces équations requiert deux constantes d’intégration. Comme il y
a n équations cela fait 2n constantes qui seront indépendantes puisque fixées arbitrairement
dans le laboratoire.
Ajoutant
q'i :qi(t,Cj7Cj/-); i7j = 1727...77, (2124)
nous avons 2n équations qui dépendent des 2n constantes (les n C; et les n C’;). Un tel
systéme peut en principe s’inverser pour obtenir
Ci = Ci(t, g5, 45)
Czl = Cz{<t7Qquj)
Physiquement, ce sont les données d’un probleme qui fixent ces constantes. Le but de
I’exercice est d’arriver a exprimer les g; en fonction de ces constantes et du temps.

} = 2n constantes, (2.125)
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@ Exemple 2.1
Prenons I’exemple simple de I’oscillateur harmonique a une dimension
m .
L= ?mz — mw?a? (2.126)
Ici, n = 1, nous n’aurons qu’une seule équation donc deux constantes d’intégration. L’équation
d’Euler-Lagrange est

&= —w'z (2.127)
dont la solution peut s’écrire de plusieurs fagons
z(t) = Asin(wt+6); A, = const. d’intégration
z(t) = Becos(wt+ A); B,A = const. d’intégration, B = A
xz(t) = Csinwt+ Dcoswt; C,D = const. d’intégration

Ici A, B,C et D sont des amplitudes et § et A des phases. Ces trois solutions sont absolument
équivalentes. Pour les fins d’illustration prenons la derniére forme

z(t) = Csinwt+ Dcoswt (2.128)
z(t) = wCcoswt—wDsinwt. (2.129)
Ces deux équations s’inversent assez facilement en
C = z(t)sinwt+ (1) cos wt (2.130)
w
D = x(t)coswt — %t) sin wt. (2.131)

1. Conditions initiales

Soit que, dans le probléme étudié on sache qu’a un temps initial ¢ = ¢, la position initiale
est z(tg) = xo et la vitesse initiale est &(ty) = @ ou 2 et & sont connus. On identifie

facilement
C = wzosinwty+ 2o cos wtg (2.132)
w
To .
D = zxgcoswty — — sinwty (2.133)
w
et la solution est
. To .
xz(t) = [azo sinwty + — cos wto] sin wt
w
To
+ {xo coswty — — sin wto} cos wt. (2.134)
w

2. Conditions limites
Soit que dans le probléme étudié on sait qu’a un temps ¢ = ¢, la position est x(tp) = x et
qu’a un autre temps ¢ = ¢1, la position est z(¢1) = x1 ol ¢ et £1 sont connus (mesurés):
at = to: x9=Csinwty+ D coswty (2.135)
at = t1: x1=Csinwt; + D coswt; (2.136)

On peut inverser ces deux équations

o _ Tocoswh — i coswhy (2.137)
sinw(tg — t1)

p - Tosinwh —zisinwty (2.138)
sinw(ty — 1)

et la solution s’écrit

a(t) = {

ToCcoswt] — 1 coswiy

in wt 2.139
sinw(to —tl) :| S ( )

sinwt; — zy sinwt
TOSRAPL — T1ARYR0 | cos wi. (2.140)
sinw(to — 1)

3. Conditions mixtes
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Mais en général, toutes sortes de quantités peuvent étre déterminées (expérimentalement)
pour fixer la solution : position, vitesse, angle, énergie, moment cinétique (plus d’une
dimension), etc...

Clairement si le lagrangien L ne dépend pas explicitement de g; , on peut en déduire que
le systéme mécanique lui-méme ne dépend pas de cette variable. Donc L n’est pas affecté
par une variation de g;, et suggeére qu’on peut identifier une symétrie par rapport a une telle
variation et en dégager un invariant.

Par exemple, si ¢; = z est une mesure de longueur, I’impulsion associée sera p; = mi
est I’'impulsion associée. Une invariance de L par rapport a une translation selon x implique
que le systéme physique ne dépend pas de la position en x, Puisque c’est le cas, le potentiel
doit étre constant et la force selon = nulle. Donc il y aura conservation de la quantité de
mouvement p; = ma.

De la méme fag:on, si ¢; = 6 est un angle, le moment correspondant est le moment
cinétique p; = I6. L’invariance de L par rapport a une rotation d’angle 6 implique alors la
conservation d’une composante du moment cinétique.

Lagrangien indépendant du temps

Nous avons vu qu’en général le lagrangien est une fonction qui peut dépendre explicite-
ment du temps
L = L(gi, Gi, t)
et la forme des équations d’Euler-Lagrange implique directement des dérivées par rapport au
temps. Qu’advient-il alors si un lagrangien donné ne posséde aucune dépendance explicite
par rapport au temps L = L(q;, ;) ?
Considérons 1’énergie cinétique

Ql\')

Z 1
2

(e
en fonction des coordonnées généralisées:

9 dry, drg
A2 = —_—

> dt o dt
(Z 8ra . 8ra> Z 81-@ .

or, or, or,, . . or,, ore .. .
B (W) + 2212(%) ) (a—qi)% + lzj:( 9q; ) (a—qj)%%

Ira _ g

. ) t . :
on parle alors de contraintes scléronomes. Alors 1’énergie cinétique est uniquement une
fonction quadratique de ¢; , ¢’est-a-dire

1 ..
T= 3 Zmij(Q)Qin (2.141)

Si

ol m;;(q) est une matrice réelle et symétrique

org or,
mij(g) = > mal7=) (5
p 0q; a(IJ
Ory  Org  Ory  Ory, . Org  Org
0q1  Oq1 9q1  90q2 0q1  Oqn
Ory  Ora  Org  Org

Z dq2  Oq1 9q2  0q2
= ma .

Or, | Ory Or,  Ory
9qn  Oq1 Oqn  Oqn
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L’énergie cinétique 1" est alors une fonction homogéne du second degré en ¢;, c’est -a-dire
que
. 2 .
T(g,Aq) = A"T(g,q)
La dérivée totale du lagrangien par rapport au temps est alors donnée par

dL oL . oL . OL OL . oL .
P ; (6_%% + 8—%%) + T ; <a—%qz + a_qiqi)

En utilisant les équations d’Euler-Lagrange.

dL d (OLY . oL .
W = X (@) )

_ 4 oL .
AT

On trouve que la dérivée totale de la quantité¢ H =), g—qﬁqi — L estnulle

dH d OL .
Eﬁ(Za—qﬂl‘Q =0

i
et H correspond donc bien a une quantité invariante ou conservée, appelée intégrale de Ja-
cobi,

H=Y pii~L
i
ou ici on définit p; = g—(i Mais que représente H?
1. Si le potentiel ne dépend que de la position V' =V (q) ,on a

oL 0T .
pi=5 == > mii(a)
j

- 9¢ 04
D’ou
H = % mij(Q)gs—T+V
irj
= M -T+V=T+V=E (2.142)

est I’énergie mécanique totale du systéme. On a donc conservation de 1’énergie d’un sys-
téme mécanique si celui-ci est invariant par translation dans le temps (systéme autonome
ou fermé: contraintes et potentiel ne dépendant pas explicitement du temps). 11 faut noter
qu’ici V' ne contient que le travail des forces externes ou appliquées (absence des forces
de contrainte).

2. Par ailleurs, si V = V(q,¢) ,ona
. OL |
H = ZP@‘%‘*L:ZG—@%*L

oT oV
- Y- -T+v
Zadiq aqiq *

%

A
04¢;
= T+V—a—‘./qz'
9q;

C’est le cas de la force de Lorentz ou, par exemple, on obtient ainsi
H=T+4+qU=F
et H correspond a la somme de 1’énergie cinétique et de 1’énergie électrique.
3. Dans d’autres cas, H est conservé, mais cette quantité ne correspond pas nécessairement
a I’énergie
H#*AT+ V.

Chapitre 2
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Autres cas particuliers:

1. Si les contraintes sont scléronomes (% = 0) mais V' dépend explicitement du temps (par
exemple: particules placées dans un champ extérieur variable), alors

d_L_Z oL.  OL.\  OL
dt 9 T 9,1 ) T o

i

d oL . oL
W(Shae) 5 -

dH OL
o T
Encore une fois, H = FE et I’énergie varie comme
dH dE 0L 0V
dt - dt ot ot

et on peut écrire

(2.143)

Un tel cas correspond a un systéme ouvert, recevant ou perdant de I’énergie par I’intermédiaire

du champ imposé.

2. Si le lagrangien L(q, Q, q, Q, t) d’un systéme permet la séparation de la dépendance tem-
porelle suivante L = L1 (q,q) + L2(Q, @, t) , alors

H=¢—-1L
1=45 1
est une intégrale premiére.
3. Un systéme mécanique fermé n’est possible que pour V' ne dépendant pas explicitement
du temps. Si le systéme posséde n degrés de liberté, alors il y a au plus 2n — 1 inté-

grales premiéres indépendantes: elles correspondent aux 2n conditions initiales moins
une, servant a fixer le choix de 1’origine des temps:

qi(t) = qi(Cr, ..., Con,t) = qi(Ch, ..., Con—1,t + to)
4. Toutes les quantités conservées qui sont liées aux propriétés de 1’espace-temps sont ad-

ditives (énergie ', impulsion p et moment cinétique L ). Cela est di au fait que leur
définition ne dépend pas de I’existence ou non d’une interaction entre les particules.

Théoréeme de Noether
N

Le théoréme de Noether établit une relation d’équivalence entre les lois de conservation et
les symétries d’un systéme. Par symétrie, on entend invariance des lois physiques par rapport
a certaines transformations. Il fut énoncé en 1918 par la mathématicienne Emmy Noether a
Gottingen et fut qualifié par Albert Einstein de « monument de la pensée mathématique ».

Il est devenu un outil courant en physique théorique, ou on tente, autant que faire se peut,
de décrire les phénomeénes en termes de symétrie d’espace, de charges, de temps et autres.

o Théoréme de Noether:

30

A toute transformation infinitésimale qui laisse invariante 1’action correspond une quantité

qui se conserve.

Pour démontrer ce théoréme, nous introduisons une famille de trajectoires représentée par
des coordonnées généralisées §;(u) qui dépendent de fagon continue d’un paramétre u. La
trajectoire qui nous intéresse ¢; coincide avec §;(u) a disons, u = 0, ¢’est-a-dire ¢;(0) =
q;. Si le lagrangien L est indépendant de u , c’est-a-dire si L(q,,t) = L(q, §,t), alors la
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quantité
oL qu
2.144
O(gx dr) Z Pax u . (2.144)
est une constante du mouvement (ou intégrale premlere).
On démontre cette relation comme suit: L étant indépendant de wu,
Z OLdg 9L dq, _
94; du 8@- du
Cependant .
di; _ d dq;
. . du  dt du
et suivant I’équation d’Euler-Lagrange
oL d oL
3§i S dt 8(}1
alors
dL d (OL\ dg; 0L d dg;
- = Z -\ == Ly —;——q =
du Z dt 8%’ du a(Ji dt du
0L dg; d )
= = —O0(qx, 2.145
pm (Z o, du) 71 0(@: ) (2.145)

ce qui, pour u = 0, prouve le théoréme. La quantité O(qy, g ) est alors une constante du
mouvement (ou intégrale premiére).

@ Exemple 2.2

Supposons qu’un systéme soit invariant par translation dans une direction x. La translation corre-
spond au changement de coordonnée d;(u) = ag; + w . pour ¢ tel que g; soit associé a la coordonnée
x de chaque particule du systéme et Gr(u) = g pour les autres. Alors, d’aprés le théoréme de

Noether,
R

o

est un invariant: c¢’est la somme des composantes x des impulsions généralisées. Si un systéme est
invariant par translation dans les trois directions, alors P,., Py et P, sont des invariants, c’est-a-dire

I’impulsion totale
P=> pa=) mafa (2.146)

est une constante du mouvement. A noter que ceci est valable pour les quantités de mouvement
comme pour les moments cinétiques d’un systéme.

—#

Exemple 2.3
S’il v a invariance par rotation ¢ autour d’un axe Oz, la composante selon z du moment cinétique
total du systéme est alors conservée.

oL
O: — =3 Ja,z:Jz
>

Un systéme possédant une symétrie sphérique a un moment cinétique total

J=>"Jo=> maraxta (2.147)

conserveé.

Chapitre 2
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2.8 Invariance de jauge

—

On appelle transformation de jauge une transformation de L en L’

. . d
L'(qiy 4irt) = L(gi, Gis t) + EF(qi,t) (2.148)
ou F’ est une fonction des g; et de ¢ (appelée génératrice de la transformation) et
dF oF oF
— = — i+ — 2.149
dt Z 201 T o (2.149)

Remplagant dans la définition de 1’action, S devient S’

ta
S/ = / Ll(ql,q“t)dt

t1

to ta d

t1 ty
= S+ F(2)-F() (2.150)
ou F'(1) = F(qi(t1),t1) donc 6 F(2) = §F(1) = 0 puisque dg;(¢1) = dg;(t2) = 0.
Ainsi

58" =468. (2.151)
Or comme la physique est déterminée par ’extrémisation de .S, ou de S’, rien n’est changé
ici. La physique sera inchanggée, les trajectoires seront les mémes.
On constate cependant que le passage de L a L' ne laisse pas la forme du lagrangien
inchangée. En effet, supposons que

L=T-V(g,t). (2.152)
Alors une transformation de jauge générée par F'(g;, t) nous donnera
OF(gi,t) . O0F(q;t)
L'=T-V(g,t ~ s . 2.153
(g >+§; i (2.153)
Puisque F' est une fonction de ¢; et de ¢, appelons
OF (q;,t
V'(gist) = V(g t) — % (2.154)
Ainsi oF(
QZa .
=T —V'(q;,t +Z dq U (2.155)

Le dernier terme fait que la forme de L n’est pas 1nchangee
Opérons une deuxiéme transformation de jauge, générée par la fonction G(g;,t). Nous
obtiendrions de L’ un nouveau lagrangien, L”

d
L"(qi,4ist) = L'(qi,dirt) + EG(%‘J) (2.156)
. d
c’est-a-dire
L'=T—V"(qg,t +Zqz F+G) (2.158)
ou 9
V" (qi t) = V(g t) — — [F(qi,t) + G(gi, t)] - (2.159)

ot

On voit donc que L’ est invariant de forme sous une transformation de jauge qui laisse la
physique inchangée. Aujourd’hui on a admis le principe théorique qu’il s’agit de la forme la
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plus générale que peut prendre un lagrangien, c’est-a-dire que les seules interactions possibles
sont des interactions de jauge. C’est cette philosophie qui a permis ’unification de trois des
quatre interactions fondamentales en théorie du champ.

Le terme en ¢;, ¢’est-a-dire ) _, 3_5‘11'» est la forme q-V F', ¢’est-a-dire le produit scalaire
entre le vecteur et un champ vectoriel (local) que la transformation de jauge nous donne
comme étant le gradient de F', VF.

Supposons maintenant que notre lagrangien L s’écrive initialement

ou A(g;, t) est un vecteur quelconque, et non un gradient. Alors une transformation de jauge
L = L' donnera

L'=L-V'(g,t)+dq- A'(g,t) (2.161)
ou
Vigist) = V(g t) — % (2.162)

La forme du lagrangien est clairement restée la méme et nous savons que la physique (la tra-
jectoire) n’est pas affectée par la transformation de jauge. En physique moderne, on adopte
aujourd’hui une approche basée sur ’axiome suivant: la nature est telle qu’observée, invari-
ante de jauge (interaction électromagnétique). Nous devons donc développer un formalisme
physique qui respecte cet aspect de la nature et qui soit invariant de jauge. En mécanique
classique, cela signifie que le lagrangien le plus général que 1’on peut écrire a priori devra
étre invariant de forme sous une transformation, ¢’est-a-dire devra étre de la forme

L=T-V(g,t)+q-Ag,t) (2.164)

ou V et A sont des champs locaux, scalaire et vectoriel respectivement. La conclusion qui
s’impose est que les seules interactions permises par la nature sont celles décrites par ce
lagrangien. Il nous reste donc a vérifier quel type d’interaction existe dans la nature, au
niveau classique, sur la base de cet axiome d’invariance de jauge.

Typiquement donc une interaction invariante de jauge dépendra des vitesses puisque L
contient le terme ¢ - A(g;,t), donc la force dépendra des vitesses. Clairement cette force
n’est pas conservatrice au sens vu dans le chapitre précédent, néanmoins de telles forces
trouvent leur place dans le formalisme lagrangien. Examinons le type de forces qui émergent
de

L = %58 —V(x,t) + % Ax, )

- % S @2 Vi t) + Y dA(x, ) (2.165)
J J

qui restera invariant de forme lors d’une transformation de jauge méme dans le cas général
ou

A #VEF. (2.166)
L’équation d’Euler-Lagrange pour la composante z; demande que ’on calcule
0L _ Vs Lamxn 2.167)
a{El‘ - 6.’L‘l 5 J a{El‘ A ’
L
gj;i = mz; + Ai(x,t) (2.168)
d (0L 0 0]
g <8wz) m; + Ej xj@xj (x,t) + BT, (x,1) (2.169)
puisque, sur une trajectoire x; = x;(t)
d . of of
s ) = E N 2.1
dtf(gc“t) . K Oz + ot (2.170)

Chapitre 2
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Au total nous avons donc

. . 04, 0A; 0OV . 0A;
done OV(x.t)  OA(x1) DA, 0A
o th ixvt . Jj i
mi; = < 2ot o ) + Zj:xj (8362- a:cj) : (2.172)
C’est la composante z; de 1’équation vectorielle
. OA(x,t) .
mk = — VV(x,t)—i—T +xx (VxA). (2.173)

On sait qu’en électromagnétisme les champs électrique et magnétique peuvent étre obtenus
des potentiels scalaire et vecteur Vet €t Aglect

E(X, t) = _Vvélect(xa t) - Mél%tt()gt) (2174)

B(X,t) = VXAé]ect(X,t). (2175)

On sait également qu’une particule de charge e placée dans des champs E et B est soumise a
la force de Lorentz

mX = Froen, = e(E +x X B) (2.176)
0A
= (= VVieet — aetlw X X V X Ageat) (2.177)
0 (eAg .
= -V (e‘/élect) — % +xx V x (eAélect). (2.178)

On peut donc aisément identifier V' et A dans (2.173) avec eViject €t €Aglect T€Spectivement et
conclure que I’invariance de jauge du lagrangien qui nous a permis de poser la forme la plus
générale possible pour L nous meéne directement a 1’interaction électromagnétique. C’est un
résultat remarquable.

L’¢électromagnétisme possede également son invariance de jauge, c’est-a-dire que les
champs physiques E et B sont invariants si on change simultanément

or
Viteet — élect — E (2.179)
Agect — Agea + VI (2.180)

Cette invariance de jauge électromagnétique est identique a I’invariance de jauge lagrangi-
enne.

Plus haut, nous avons identifié la partie de I’interaction de jauge qui dépend des vitesses
comme étant de la forme
x-A (2.181)
par analogie avec le terme

oF
> dim— =% VF (2.182)
Si A = VF c’est-a-dire si A est le gradient d’une fonction scalaire alors le lagrangien
T-V(x,t)+%x-A=T-V(x,t)+%-VF (2.183)

décrit, par invariance de jauge, la méme physique que le lagrangien L qui apparait au début
et par conséquent il n’y a pas ici d’interaction nouvelle. Il n’y aura interaction nouvelle que
si

A #VF, (2.184)
c’est-a-dire il n’y aura interaction nouvelle ou de jauge que si A n’est pas le gradient d’une
fonction scalaire. De fait physiquement, en électromagnétisme, un potentiel vecteur qui n’est
que le gradient d’une fonction scalaire ne génére pas de champs. Il est évident que le cas
particulier A = 0 est possible. Il permet de couvrir les interactions a potentiel habituel ¢’est-
a-dire V'(g;,t), ce qui permet les interactions électriques et gravitationnelles par exemple.
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2.9 Quelques caractéristiques, propriétes,
limites...

—

1. On ne saurait trop insister sur I’indépendance des coordonnées généralisées, les g;, qui
décrivent les degrés de liberté physiquement indépendants. Si cette condition n’est pas
satisfaite en écrivant le lagrangien, celui-ci n’est pas valide et les équations d’Euler-
Lagrange qui en découlent non plus. Les trajectoires, solutions de ces équations n’ont
rien de physique.

2. En mécanique classique non relativiste, pour chaque vrai degré de liberté du systéme, g;,
le lagrangien contient un terme en ¢?. Le lagrangien peut également dépendre linéaire-
ment de ¢; et sa dépendance en ¢; est quelconque. La dépendance en ¢? est nécessaire
pour garantir que 1’équation d’Euler-Lagrange sera en §;. Depuis Newton, on sait que
la connaissance des deuxiémes taux de variation (G;) des ¢; est nécessaire et suffisante
pour déterminer I’historique du systéme. La dépendance en ¢; apparait avec les potentiels
de jauge (potentiel vecteur) discutés a la section précédente. La dépendance en g; est
quelconque. Elle dépend du systéme de coordonnées et des interactions.

3. Coordonnée cyclique: Une coordonnée g; (j fixé) est cyclique si elle n’apparait pas dans
le lagrangien alors méme que ce dernier dépend de ¢;. De 1’équation d’Euler-Lagrange
pour ce degré de liberté

d (0L oL
— — =0 2.185
il ne reste alors que
d (0L oL
—|(=—]=0 i — =0. 2.186
yr (8%) puisque - ( )
Formellement la solution est
L
3' = 7; = constante (2.187)
9q;
une telle équation est généralement plus simple a résoudre que 1’équation d’Euler-Lagrange

compléte.

4. Le lagrangien L = T' — V est structuré comme les énergies cinétique, 7, et potentielle
V. 1l en partage plusieurs propriétés, en particulier I’additivité. Si L; et Ly sont des
lagrangiens de deux systémes physiques indépendants, alors le lagrangien du systéme
physique constitué de I’union des deux précédents systemes est

L =1+ Ls. (2.188)
Si les deux systémes interagissent alors le lagrangien total sera
L=1L+Ly—V(1,2). (2.189)

Peuvent jouer le role de sous-systémes des particules différentes ou une méme particule
a qui on octroie des degrés de liberté additionnels.

<@> Exemple 2.4
Si Ly = 2132 — Vi(r1) décrit le mouvement de la particule 1 et si Lo = 2212 — Va(rs) décrit le
mouvement de la particule 2 alors le systéme physique constitué des deux particules sans interaction

est
L = Li+ Lo
- %rﬁ%f%fwrl)qu(rg) (2.190)
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Si en plus on permet aux deux particules d’interagir via une force

AV (1,2)

Fij = -0

an

c’est-a-dire, la force sur la particule ¢ due a la particule j, alors le lagrangien est

L =

L1+ Lo — V(l7 2)
Ly + Ly — V(r1,1r2)

my . ma .
711‘% P 721'3 — Vi(ry)

—‘/2(1‘2)—‘/2(1‘1,1‘2). (2191)

—
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2.10 Symétrie de I'espace-temps %%

Rappelons que la mécanique newtonienne est basée sur trois postulats

1. Premiére loi de Newton ou principe de I’inertie: le mouvement d’un corps isolé est rec-
tiligne uniforme dans un référentiel galiléen.

2. Deuxiéme loi de Newton ou principe fondamental de la dynamique de translation: Ce
principe relie la force a la masse et I’accélération par I’équation fondamentale du mouve-
ment

F = ma. (2.192)

3. Troisiéme loi de Newton ou principe des actions réciproques (action-réaction).

Quant a elle, la mécanique lagrangienne arrive, par une approche totalement différente,
a décrire les mémes phénomeénes physiques établissant une équivalence entre les équations
d’Euler-Lagrange et les équations de mouvement newtonienne. La question qui se pose alors
est la suivante: Existe-t-il une relation entre les principes de la mécanique lagrangienne et
ceux de la mécanique newtonienne?

Mécanique non relativiste %%

Choisissons d’abord un systéme de référence approprié¢. Le systéme le plus simple est
un repére inertiel (ou galiléen) quelconque et puisque les lois de la physique doivent étre
indépendantes de ce choix alors autant se simplifier la vie. Un tel référentiel posséde les
propriétés suivantes:

1. L’espace est homogene et isotrope.

2. Le temps y est uniforme ( = le méme partout). On dit également que le temps est absolu.

Ces symétries constituent la base de ce qu’on appelle le “principe de relativité de Galilée”.
L’approche lagrangienne choisit la trajectoire physique, c’est-a-dire le mouvement d’une
particule matérielle se déplagant librement dans 1’espace, en trouvant un extremum de I’action

to

S = Ldt
t
Puisque ’espace homogene (invariant par translation spatiale), donc le lagrangien L qui doit

I’étre ne peut étre fonction la position r. De la méme facon, puisque le temps y est uniforme
(invariant par translation temporelle) il ne peut étre fonction de ¢. Alors

L(r',t") = L(r,t)
Dans ce cas, L ne peut étre qu’une fonction de la vitesse v = I . Par ailleurs, I’espace étant

isotrope (invariant par rotation), L ne doit pas dépendre de la direction de v . Donc L est
fonction de I’amplitude de v

L= L(v?) (2.193)
Les équations d’Euler-Lagrange se résument donc a
d oL, OL

0

E(ﬁdi) - g
oL

donc 5q. estune constante, ce qui implique une vitesse constante.

v Remarque v |

o Remarque 2.2

Ainsi, dans un repére inertiel, une particule libre se déplace avec une vitesse uniforme ce
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qui est équivalent au principe d’inertie (premiere loi de Newton).

— 0

Rappelons que les transformations de Galilée entre deux repéres inertiels ayant une vitesse
relative V' s’écrivent

r = r 4Vt
t =t
ou pour les vitesses
v=v +V
Alors
L(v?) = LV +V))

= L(V?+2v-V4+V?
SiV est petit par rapport a v
oL
ov'2

Rappelons que deux lagrangiens équivalents doivent étre reliés par une transformation de
jauge

v -V

L(v?) ~ L(v"*) +

. . d
Lig,¢.t) = L'(d',d",t) + - F(d',1)
alors on peut identifier

d

/
4ot o) = oL 8L>dr v

dt ov’2 ov?2 ) at

Le terme de droite est donc une dérivée temporelle totale d’une fonction de r’ et de ¢, ¢’est-

a-dire que 52,]72 est indépendant de r’ et de ¢, autrement dit ¢’est une constante C. Donc

L = Cv'?

Ce qui est vrai dans un repére ’est également dans un autre (donc L = Cv?) et quelle que
soit la vitesse V. Alors

L' = C?=C(v-V)?=C(?—-2v-V+V?

2v’~V:2<

d
= L——(2Cr-V —CV?)
dt
Pour une particule libre dans tout repére inertiel, les équations d’Euler-Lagrange s’écrivent
d OL oL

@30 "o

ou avec L = Cv? p
20 — 90a =0

dt

En posant

c=2

on obtient 1’équation de mouvement pour une particule libre en mécanique newtonienne
(deuxiéme principe).Le lagrangien devient alors
m
L==v*=T
2
pour une particule de masse m .

Pour un systéme de particules libres, le lagrangien du systéme est une somme de lagrang-

iens indépendants et
My o
L=3 La=) 50
[e3 [0
Si les particules interagissent entre elles (systéme fermé), le lagrangien s’écrit
L=T-V

ou le potentiel V' ne dépend que des positions r,,.
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—1 VY Remarquev |

Remarque 2.3

Ceci meéne aux équations d’Euler-Lagrange

dvy ov
a7, — T 4o, — Fa
et

ot —2¥ — F, est la force qui s’exerce sur la particule o faisant de celles-ci les équations

de mouvement de Newton (deuxiéme loi de Newton).

La symétrie par translation due a I’homogénéité de 1’espace implique que le lagrangien
reste invariant lorsqu’on applique une translation globale r/, = r,, + €, .Puisque

oL oL
(SL:ZQ—I'Q'(SI‘QZEQ'ZE:O

alors

oL oV
E :Z(_a_ra) :ZFOL =0

— Vv Remarquev |

Remarque 2.4

Autrement dit, pour un systeme fermé, la somme des forces doit étre nulle et en particulier,
pour deux particules, on a F; + F5 = 0 ce qui est le principe d’action et de réaction

(troisiéme loi de Newton).

En résumé, 1’approche lagrangienne jumelée a des symétries de 1’espace-temps permet
déduire les trois lois de Newton. L’approche newtonienne, plus intuitive, fait appel a la
notion de force alors I’approche lagrangienne introduit d’autres outils comme les énergies
cinétique et potentielle, des notions plus abstraite.

A noter que L = T' — V est une conséquence directe de 1’utilisation d’un repére inertiel.
Dans un référentiel accéléré, I’expression pour L = T — V' n’est pas triviale puisque V' doit
reproduire les forces d’inertie (comme la force de Coriolis, la force centrifuge, etc...) ce qui
est en général plus complexe.

Mécanique relativiste %%

Il est possible de procéder de la méme manicre pour la mécanique relativiste et d’arriver
au lagrangien relativiste. Le principe de relativité de Galilée est simplement remplacé par
celui de Lorentz. Nous allons obtenir de cette fagon le lagrangien relativiste en suivant
plusieurs étapes:

1. L’action d’une particule libre ne doit pas dépendre du référentiel. autrement dit, ce doit
étre un invariant de Lorentz:

L’objet le plus simple qui obéit a cette contrainte est I’intégrale d’un scalaire (ici on

sous-entend un scalaire de Lorentz qui est invariant par rapport a une transformation de

Lorentz.)

2. Ce scalaire doit étre fonction au plus de différentielles du premier ordre pour que les
équations d’Euler-Lagrange puissent produire des équations avec des dérivées secondes
des positions:

Le seul scalaire qui répond a cette condition est proportionnel a

ds = v/ c2dt? — dr?,

I’intervalle d’espace-temps de Minkowski. L’action d’une particule libre relativiste s’€crit
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oury =

ouy =

40

alors
S2

S = —a/ds (2.194)

51
oua > 0 est une constante caractéristique de la particule dont le signe est choisi ainsi pour
que I’action .S soit minimale (principe de moindre action) dans le cas d’un mouvement
réel.

. La condition requérant un espace isotrope est levée pour étre en mesure de considérer des

référentiels en rotation (1’axe de rotation est privilégié).

. Le lagrangien L d’une particule libre s’écrit donc

’U2
L=—ac\/1- = (2.195)
C

. La seule inconnue est la constante a. Pour la déterminer, examinons la limite newtonienne

v < c de ce lagrangien
2

v a
~ _age(l — =—) = — —
L ac( ) ac + 5oV

2

Le premier terme est une constante et donc sans effet. Le second terme peut étre identifier
a I’énergie cinétique de la particule libre ce qui suggére

a = mc

Suivant cette définition, il est évident que a > 0.

Nous avons donc pour une particule libre de masse m > 0

S2 t2
S = fmc/ds:fmc/Ldt
S1 tl
2
L = —mcy\/1— U—2
c
Le moment généralisé de cette particule est p; = g—i , ¢’est-a-dire
oL i
pi= o = e =y (196)
dv; 1_ 2
-
— mu; (197)
v
L = est le facteur de Lorentz. L’énergie est donnée par I’hamiltonien
1=z
H=E=) puv L (198)
mc? 5
= ——=7ymc (199)
-5
—mc2+ T (200)
v

Ces deux définitions sont cohérentes avec la limite newtonienne (v < c), ’énergie étant
définie a une constante prés. On note qu’aucune particule de masse non-nulle ne peut aller a
v=c

L’énergie cinétique de la particule prend la forme
T = (y — 1)mc?

est le facteur de Lorentz. L’essentiel des expressions relativistes découle de
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ces résultats

v =

ke

m2ct = E?—p2
La derniére expression définit un autre invariant de Lorentz, la masse propre m en fonction
de I’énergie-impulsion.

Autres types de “mécanique” %%
|

On note qu’en utilisant le principe de moindre action et des symétries sur la structure de
I’espace-temps (principe de relativité de Galilée ou de Lorentz), il a été possible de recon-
struire les outils nécessaires a la description de la dynamique.

La procédure est tout a fait générale et démontre le potentiel de la mécanique lagrang-
ienne. Méme si I’espace-temps est encore plus compliqué, métrique de Riemann ds®> =
guvdxtdz” ou de propriétés géométriques particulieres, elle ménerait en principe directe-
ment a aux équations de mouvement. Resterait bien sir a valider les prédictions d’une telle
théorie par des évidences expérimentales.
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Figure 2.8 a
Probléme 2.1.

Figure 2.9 a
Probléme 2.2.
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Figure 2.10 A
Probléme 2.3.

Figure 2.11 «»
Probléme 2.4.
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2.11 Exercices

—

2.1.  Symétries
Une sphére pleine de densité uniforme peut se déplacer sur une surface plane, sans frottement
(figure 2.8).
(a) Quelles sont les trois types de symétrie du systéme?
(b) Quelle est la quantité conservée associée a chacune de ces symétries?

2.2.  Pendule rigide

Soit un pendule constitué d’une masse m attachée au bout d’une tige de longueur / et de masse
négligeable (figure 2.9).

(a) Quelles sont les contraintes sur la dynamique du systéme ?

(b) Combien de degrés de liberté possede le systeme?

(¢) Combien de degrés de liberté posséderait le systéme sans les contraintes mentionnées en (a) ?

(d) Ecrivez 1’énergie cinétique du systéme dans les coordonnées généralisées décrites en (b).

(e) Ecrivez le potentiel dans ces mémes coordonnées.

2.3.  Pendule attaché a un bloc

Un pendule de masse ma est attaché a un bloc de masse m, libre de glisser sans frottement le long
d’un axe horizontal. Une tige rigide de longueur r et de masse négligeable relie les deux masses.
Les masses sont contraintes a se déplacer dans un plan formé de 1’axe horizontal et de 1’axe vertical
(c’est-a-dire dans le plan de la feuille dans la figure 2.10).

(a) Combien de degrés de liberté posséderait le systeme si les contraintes étaient absentes?

(b) Quelles sont les contraintes sur la dynamique du systéme ?

(¢) Combien de degrés de liberté posséde le systeme?

(d) Ecrivez I’énergie cinétique du systéme dans les coordonnées généralisées appropriées pour

décrire les degrés de liberté en (b).
(e) Ecrivez le potentiel dans ces mémes coordonnées.

2.4. Trajectoire brachistochrone
Une particule ponctuelle de masse m se déplace dans un champ de force constant dirigé vers le bas
(par exemple le champ gravitationnel a la surface de la Terre, voir figure 2.11):

F(z,y) = mge,

B(t=T)
At=0)

(t)

|r

B

On veut déterminer quelle trajectoire la particule doit suivre pour aller du point A : r(0) =
(za, ya) aupoint B : r(T) = (xp, ys) dans un temps 7" minimal. (Dans le diagramme ci-

contre, r(t) est une trajectoire quelconque. Indice: Utiliser Iidentité de Beltrami)
(a) On veut trouver la trajectoire minimisant le temps. Il faut donc exprimer le temps en fonction
de la trajectoire inconnue. Montrez d’abord que le temps de parcours peut étre exprimé comme

_ eB 1 4y i . @
T_/ZA S oy = (2.201)

(b) Lintégrale (2.201) est une intégrale fonctionnelle, car elle ne dépend pas directement de la
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(d)

variable z, mais d’une fonction de z. On cherche la fonction y(z) qui va minimiser 7".

La définition d’un voisinage fonctionnel se fait comme suit. On donne a toutes les fonctions
possibles y une représentation paramétrique y = y(a, ), telle que pour « = 0, y(0,z) =
y(x), ou y(x) est la fonction rendant 7 stationnaire. On peut alors écrire :

y(a, z) = y(0,z) + an(z)
ou 7)(z) est une fonction quelconque de = dont la premiére dérivée existe et pour laquelle on
an(xza) =n(zg) = 0. (On ne varie pas les points limites.)

La condition rendant I’intégrale 2.201 minimale est que 7" soit indépendant du paramétre «
au premier ordre, ceci se traduisant par la condition suivante, nécessaire mais non suffisante:

orT
o - =0, v n(z) (2.202)
Posez d’abord
, _ 1 +y/2
Hyy2) =4/ o

dans 1’équation 2.201 et montrez qu’en imposant la condition 2.202, soit

zp

or 9 ;o

%7%/f(y,y,$)d$—0,
A

on obtient ’équation d’Euler-Lagrange, soit:

d (0f of

— (=) —-—===0 2.203

% (57) & (2.203)
Remplacez f dans son expression dans 1’équation d’Euler-Lagrange (2.203) et écrivez ex-
plicitement 1’équation différentielle résultante. (Exploitez le fait que y soit une variable cy-
clique, i.e. seule sa dérivée apparait dans f.)
Montrez qu’on obtient une cycloide comme solution.

Equations du mouvement
Ecrivez les équations du mouvement (sans les solutionner) pour les 3 systémes suivants en utilisant
la méthode lagrangienne.

(@
(b)
©
(d

C 1 0 1 0 T
l i !
lg 0 lg N lé 0 m&s
\)W WL < X/
. “?\ ‘é%, M
& s ks, W
/I / Yy Yy /4,0

(a) (b) (c)

Un pendule constitué d’une masse ponctuelle m fixée au bout d’une tige de longueur [ et de
masse négligeable et dont I’oscillation est confinée dans un plan vertical.

Un pendule double constitué¢ d’un pendule tel qu’en (a), mais avec une deuxiéme masse M
accrochée a la masse m par une deuxiéme tige de masse négligeable et de longueur L.

Un pendule double a ressort constitué d’un pendule tel qu’en (b), mais dont la masse M peut
glisser le long de sa tige en comprimant ou étirant un ressort de constante de rappel K.

Le systéme illustré dans la figure suivante, en supposant que le mouvement est uniquement
vertical, que les cordes et les poulies sont de masse négligeable et que les cordes glissent sans
frottement sur les poulies (figure 2.12)).

Figure 2.12 «»
Probléme 2.5.
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Figure 2.13 A
Probléme 2.6.
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Figure 2.14 A
Caténaire
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Force centrale

Une particule de masse m1 se déplagant uniquement sur une table horizontale lisse est attachée a
un corde qui passe par un trou dans la table situ¢ a une distance  de la masse m;. L’autre extrémité
de la corde est reliée a un bloc de masse mg2 qui se déplace uniquement selon I’axe vertical. On
suppose que la corde est de longueur fixe et reste toujours tendue (figure 2.13)

(@
(b)
©
(d)
©

Combien y a-t-il de degré de liberté?

Déterminez le lagrangien du systéme

Identifiez la ou les variables cycliques s’il y a lieu.

Obtenez la ou les équations du mouvement.

Solutionnez I’équation du mouvement en r autour du point d’équilibre (bloc au repos)

Caténaire ou chainette

Déterminez quelle fonction y(z) décrit la courbe formée par une corde au repos, suspendue de
maniére fixe a ses deux extrémités A et B. La corde possede une densité linéique de masse uniforme
p, une longueur [ et n’est pas extensible. Les points A et B sont 8 méme hauteur et séparés par une
distance L (figure 2.14).

(@
(b)
©
(d)
(©

®

La quantité a minimiser est 1’énergie potentielle gravitationnelle. Exprimez cette énergie sous
forme intégrale, en fonction de y(x).

Exprimez la contrainte relative a la longueur constante de la corde aussi sous la forme d’une
intégrale.

A partir des équations d’Euler-Lagrange pour les systémes non-holonomes (multiplicateur de
Lagrange), exprimez le lagrangien en tenant compte de la contrainte en (b).

Déterminez I’équation différentielle découlant de I’application de 1’équation d’Euler-Lagrange
au lagrangien trouvé en (c).

Solutionnez 1’équation différentielle obtenue en (d) afin de déterminer la courbe y(x).Vous
aurez besoin de continuer d’utiliser un multiplicateur de Lagrange pour appliquer la contrainte
sur la longueur de la corde et probablement d’une table d’intégrale.

(Fait insolite: Si on fait rouler un carré de longueur appropriée sur la caténaire inversée, c’est-
a-dire la courbe —y(z), le centre du carré reste toujours & la méme hauteur. )

On accroche un bloc de masse m4 de fagon a ce que son poids soit toujours appliqué a la po-
sition x = x1 sur la corde. Décrivez sommairement, sans résoudre, comment doit-on modifier
I’approche?
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Cas simples en mécanique ...
Exemples non mécaniques ...
Probléme a deux corps

Le potentiel central

Exercices

On peut établir une méthode générale pour approcher un probléme. Elle comprend les
étapes suivantes:

1. Trouver quelles sont les contraintes sur la dynamique du systéme.
2. Identifier le nombre de degrés de liberté du systéme.
3. Choisir des coordonnées généralisées appropriées.

4. Déterminer 1’énergie cinétique et potentielle du systeme en fonction des coordonnées
généralisées.

5. Déterminer s’il y a des variables cycliques. Pour chaque variable cyclique identifiée,
construire la quantité qui est une constante du mouvement.

6. Ecrire le reste des équations du mouvement a partir des équations d’Euler-Lagrange.

7. Trouver la trajectoire en solutionnant les équations de mouvement si ¢’est possible.

3.1 Cas simples en mécanique

—

Particule dans un champ gravitationnel
N T

@ Exemple 3.1

Une particule de masse m dans le champ gravitationnel prés de la surface a une énergie potentielle
V = magz ou z mesure sa hauteur et g est 1’accélération due a la gravité (voir figure 3.1). Son
énergie cinétique est

m. . 5 . T ouvy
T = E(m2+y2+22) 3.1 -
donc m
L= ?(5{" + 97 + %) — mgz. 3.2)
Nous aurons trois équations d’Euler-Lagrange, celles pour x et y étant identiques. Voyons celle en Figure 3.1 A
2. On constate que 2& = 0. Dans un tel cas, on dit de = que c’est une variable cyclique. L équation Particule dans un champ gravitationnel.
d’Euler-Lagrange pour z se limite donc a
d (0L
2 (=)o 3.3
i (%) 63)
ou 2% = constante (d’intégration). De 22 = m4 = ¢, on tire
o : o >
z(t)=ct+a 34

ou les constantes ¢ et a sont déterminées par les conditions initiales du probleme. De la méme

45



Chapitre 3

APPLICATIONS ET PROPRIETES

fagon
u(t)=ct+d
Pour z nous avons

oL
9. M
oL . d (0L ..
% = mz ﬁa(g):mz
alors
mzZ+mqg=0 ou Z=-—q
donc

2
z(t) = —% +c't+a"

(3.5)

(3.6)

3.7)

(3.8)

3.9)

ou c” et a” sont déterminées par les conditions du probléme. Finalement, la solution est comme il

se doit:
z(t) = ct+a
yt) = ct+ad
2
z(t) = —% +c't+ad"

Particule suspendue a un ressort

@ Exemple 3.2

Une particule de masse m est suspendue a un ressort de constante k£ dans le champ gravitationnel
prées de la surface de la terre (voir figure 3.2). On pose que seul le mouvement vertical est permis.

Figure 3.2 a
Particule suspendue a un ressort

46

Son énergie potentielle est

(3.10)
(3.11)

(3.12)

—

V= g(z—zo)2+mgz (.13)
ou zo est la position au repos sans gravité du ressort. Le mouvement n’étant que vertical,
T = %ﬁ (3.14)
et i
L=243_ 20— %)% —mgz (3.15)
2 2
donc
OL
% —k(z — z0) —myg (3.16)
d (0L d . .
o (E) = = (m2) = mz. (3.17)

L’équation d’Euler-Lagrange (il n’y a qu’un seul degré de liberté) est

—#
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@ Exemple 3.3
mz+k(z—20)+mg=0 (3.18)

mz + kz = kzo — maq. (3.19)
11 est toujours possible de diviser la solution d’un telle équation en deux partie z = zn + 2
1- Solution homogéne zj, qui est solution de :

mzn + kzn = 0. (320)
2- Solution particuliére z,, telle que:
mzp + kzp = kzo — mg

Rappelons que 1’équation homogene trouve solution avec la forme

2p = Ae
tel que
th
s = Szhn
et nous avons alors
mzn +kzrn = 0 (321)
U (3.22)
ms>+k = 0 (3.23)

ce qui permet de déduire la constante s

k o [k
$f=—2 —= s=Hiwolw=4/—.
m m

La solution générale s’écrit
2 (t) = A'e™' + B'e™™" = Asin (wt + 6) (3.24)

w= \/E (3.25)

et A et 0 qui sont des constantes d’intégration devant étre déterminées par les conditions initiales.
Le terme non homogene obéit a

avec

mZ, + kzp = kzo — mg = constante. (3.26)
et on n’est pas surpris de trouver
2p = constante = C' (3.27)
z(t) = z({t)+C (3.28)
= Asin(wt+6)+C (3.29)

ou C est une constante. Pour I’identifier, on substitue cette solution dans 1’équation

mZ+ kz = kzo —mg

avec
=2, +0=—w?Asin (wt + §) (3.30)
on obtient
mzZ+kz =kzo —mg (31)
m(—wQAsin (Wt +6)) + k (Asin (wt + 6) + C) = (32)
—mw? Asin (wt + 8) 4+ kAsin (wt + 6) + kC = (33)
0
Il en découle m
kC =kzg—mg =— C’:zong (3.34)
Finalement, la solution peut s’écrire
z(t) = Asin (wt + 8) + 20 — % (3.35)

On reconnait le mouvement harmonique (forme sinusoidale) d’amplitude A par rapport a la position
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z = zo— 32 . Ainsi, aurepos ou A = 0 nous avons z = zo— 5, ¢’est-a-dire le champ gravitationnel
cause un étirement du ressort (vers le bas) d’une longueur %<
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Particule suspendue au bout d’une tige rigide

Dt au champ gravitationnel, I’énergie potentielle est V' = mgy. Géométriquement

N\ 7
@ Exemple 3.4 ‘ ]
Une particule est suspendue au bout d’une tige rigide sans masse et se déplace dans le plan xy (voir 2
figure 3.3). Cependant la tige rigide constitue une contrainte telle que la particule ne se déplace que ‘ |
sur la courbe C' qui n’a qu’une dimension. Le systeme ne possede donc qu’un seul degré de liberté. C ““Ji A
|
I

z=Isinp, y=—lcosyp (3.36)
et ,
3= 0 . g =lpsi 3.37 Figure 3.3 A
donc * weose, wsme ( ) Particule suspendue au bout d’une tige rigide.
T= %(12 +3%) = %l%’f (sin® p + cos® p) = %lzcjf (3.38)
et
V =mau = —malcos v (3.39)
et ainsi )
l
L= mT 52 + mgl cos . (3.40)

C’est un lagrangien pour un systéme a un seul degré de liberté, ici ¢, comme il se doit. Un choix
intelligent de coordonnées généralisées, lorsqu’il v a contrainte, consiste a choisir les degrés de
liberté contraints (ils ne sont plus des degrés de liberté alors) comme faisant partie des coordonnées
généralisées. Ainsi dans cet exemple, le mouvement dans le plan zv peut étre décrit en coordonnées
polaires (., @) ou r = [ est précisément 1’équation de contrainte ici. C’est le choix que nous faisons,
ce qui ne laisse que le degré de liberté décrit par . Ce degré de liberté est un angle et n’a pas de
dimension. Il n’y a qu’une seule équation d’Euler-Lagrange

S = —mglsing, (3.41)
oL 2. d (OL\ 5.
2% ml°p = = (aw) =ml*p (3.42)
donc I’équation d’Euler-Lagrange se lit
ml*p + mglsing = 0 (3.43)

ou p + (g/1) sin p = 0, aprés division par mi?.

—®

La solution n’est pas triviale et fait appel a des intégrales elliptiques. Mentionnons sans
démonstration les trois types de solutions:
Cas 1: Oscillations: L’énergie initiale ne suffit pas a amener le pendule a sa hauteur maxi-
male ¢ < 7 : Posant

.0 l
k:sm?O, o.)o:\/;, H =1(1 - cos#by)

ona
l
Période: T =4,/ -K(k)
)
Vitesse angulaire: @ = 2kwoen(wot, k)
Hauteur du pendule: h = Hsn?(wot, k)

ou K, sn et cn sont des fonctions elliptiques de Jacobi.
Cas 2 (cas limite): Temps infini pour atteindre ¢ = 7w
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Angle
Vitesse angulaire

Hauteur du pendule

Cas 3: Tournoiement

Période:
Vitesse angulaire:

Hauteur du pendule:

ou dn est une fonction elliptique de Jacobi.

¢ = 4arctan (e‘*’ot) -m
2wy

cosh(wot)

h = 2l tanh(wot)

Sb:

Ty
T = —0K(1/k)

<,b = QkOJQdIl<k‘th, 1/]{,’)
h = 2Isn’(kwot, 1/k)

Cependant si ¢ reste petit, alors (comme sur les horloges grand-pere)

3 5
mome— 21 ¥ 4
SIPEYT * 5! +
et on peut ne retenir que
sin p & ¢
et ’équation devient
., 9 .. g
ptie~0 = o=-7¢

(3.44)

(3.45)

(3.46)

Cette derniére équation correspond a celle du mouvement harmonique qui a comme solution
o(t) = Asin(wt + 9)

avec w = 4/g/l, A et ¢ étant des constantes déterminées par les conditions initiales du
problémes. C’est le fameux probléme du pendule plan qui a longtemps servi de référence

pour mesurer le temps.

(3.47)

— Vv Remarquev |
o Remarque 3.1

qui a comme solution

ou

que

la fréquence angulaire.

i+twlu=0 =

wT = 2n7
onat = 27/w = 1/v ol T est la période, v la fréquence du mouvement et w = 27w est

— 0

Dans les deux derniers exemples, le mouvement est « harmonique ». C’est le cas a chaque
fois que I’équation du mouvement est du type

u(t) = Asin(wt + §) = A’ cos(wt + &)

u(t) = Bsinwt + B’ coswt
ou w est la fréquence (angulaire) du mouvement. w(¢) revient au méme point a chaque fois

: n = entier

(3.48)

(3.49)

(3.50)

(3.51)

On notera également que dans les deux premiers exemples, la coordonnée utilisée pour
décrire le degré de liberté a les dimensions de longueur, ainsi les équations d’Euler-Lagrange
ont des dimensions de force, comme 1’équation de Newton. Il n’en va pas de méme dans le
dernier exemple ou la variable n’a pas de dimension (un angle). L’équation d’Euler-Lagrange

est I’équation du mouvement méme si elle n’a pas des dimensions de force.
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Pendule plan suspendu par un ressort de masse nulle

\ T
¥ Uu
@ Exemple 3.5 C e T m

Soit un pendule plan dans lequel la tige rigide est remplacée par un ressort de masse nulle, en fait ‘ g i
négligeable (voir figure 3.4). Le mouvement étant dans le plan xy on attend deux degrés de liberté.
Puisque la tige n’est pas rigide le mouvement n’est pas contraint a une trajectoire et on conserve
deux degrés de liberté. On pourrait conserver x et v pour les décrire mais ces coordonnées ne collent Figure 3.4 A
pas trés bien avec la géométrie de 1’objet. Clairement u et ¢ collent mieux a cette géométrie ou Pendule plan suspendu par un ressort de masse

¢ = angle du pendule avec la verticale nulle.

u = position par rapport au point d’appui.

On obtient facilement

T =usiny, Y= —uUCosyY (3.52)
donc
T = usine + upcosp, (3.53)
Yy = —ucose -+ upsing (3.54)
et
T = @+

2
= % (112 sin’ ® + 2uupsin p cos ¢ + u2¢2 cos’ ©

+u? cos® p — 2uupsin p cos ¢ + u? gbz sin’ ®)
%(if +u2p?). (3.55)

L’énergie cinétique a un terme en %2 et un en @2, ce qui est correct dans un lagrangien destiné a
décrire un systéme physique a deux degrés de liberté .L’énergie potentielle est

1% = ‘/grav. + ‘/ress.
K 2
= mgy + - (u—uo) (3.56)
K 2
= —mgucosp + ?(u—uo) (3.57)
et finalement K
I — %(a2+u2¢2)+mgu008¢— E(u—uo)2 (3.58)

ou un est la position radiale au repos du ressort-tige. Ici nous avons une coordonnée qui a des
dimensions de longueur (u) et une qui n’en a pas (¢ ) puisque c’est un angle. Néanmoins, nos
équations d’Euler-Lagrange seront de la méme forme

d (0L oL
p (%) % - 0 (3.59)
d (0L oL
a (%) -Z - (3.60)
Dans (3.59),
oL 2
By = g +mgcosp — K(u — ug) (3.61)
d (0L .
4 (%> — i (3.62)
et donc
mii — mug? —mgcosp + K(u —ug) =0 (3.63)
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qui a des dimensions [M LT 2], ¢’est-a-dire de force. Pour (3.60)

g—i = —mgusinp (3.64)
d (OL _d 2.\ .. 2.
p <%> = (mu’ @) = 2mutp + mu’p (3.65)
ce qui donne en divisant par la masse
u?H + 2uig + gusinp = 0 (3.66)

qui a des dimensions [L?], qui ne sont pas des dimensions de force.La solution de ces deux équations
couplées n’est pas triviale. Cependant leur obtention, par une méthode raisonnablement simple

constitue déja en soi un résultat intéressant.
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3.2 Exemples non mécaniques

—

Principe de Fermat

@ Exemple 3.6

On peut baser toute 1’optique géométrique sur le principe de Fermat qui, remarquablement, est
un principe variationnel. Les trajectoires des rayons lumineux obéissent a des équations d’Euler-
Lagrange.

Enoncé : Entre deux points, 1 et 2, le rayon lumineux suit la trajectoire qui prend le moins de temps.
Si n est I’indice de réfraction, la vitesse du rayon lumineux est ¢/n . Appelons ds 1’élément de
longueur de la trajectoire, alors le temps requis pour parcourir ds est dt = ds/v. Entre les points 1

et 2, le temps requis sera 7’
2 2 1 /2
T:/ dt = @:-/ nds (3.67)
1 n @ &/

ou 7 peut varier d’un point a ’autre comme dans une fibre optique par exemple. La recherche de
la trajectoire physique implique donc de minimiser 7" (On voit alors le paralléle entre le principe de
Fermat et le principe de moindre action; 7" ici joue le role de 1’action)

Pour simplifier limitons-nous & un systéme a deux dimensions, (z, y) donc

ds = +/dx? + dy?. (3.68)

La trajectoire du rayon est une équation du type v = y(z) (on aurait pu choisir x = z()). Ecrivons
donc

2
ds = dz 1+(%) =dx+/1+ 92 (3.69)

ouy = % et ici x est considéré comme le paramétre et y une variable. Nous aurons donc
1 (2 2
=2 [ eV TH e = [ Lia)ds (3.70)
CcJ1 1

Le lagrangien est ici

L(y,3,2) = <n(e, )V + 2. (3.7

—

Insistons sur le fait que le probléme est semblable a un probléme de mécanique a un degré
de liberté, décrit par y. Ici x est le parametre , ne décrit pas un degré de liberté et joue le
role joué généralement par le temps en mécanique. Ainsi ce qui joue le role de la vitesse (un
degré de liberté donc une vitesse) est ¢ =% c’est-a-dire la dérivée totale de la coordonnée y
par rapport au paramétre z. Par analogie

Meécanique Principe de Fermat

S (action) T (temps)

t (temps) x (position horizontale)
q (position) y (position verticale)

q (vitesse) Y= % (pente dans le plan zy)

L(q,q,t) (lagrangien) L(y,y,z) (inverse de la vitesse selon x)

On cherche & minimiser 7" = fff Ldzx entre deux points fixes en comparant toutes les trajec-
toires y(x), qui les relient. On calcule donc

6T = 0. (3.72)

Le résultat est connu, ¢’est I’équation d’Euler-Lagrange pour le degré de liberté y (ici le seul
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avec le paramétre x)

4 (oLy oL
dz \ 0y oy

Nous calculons donc, avec L défini ci-dessus

L 1
oL _ om_ 1 o,
9y c2/1+7?2
_ ny
cy/ 1+ 92

g(@) i '@@+@]
dz \ 9y /1492 /1492 [0yox  Ox

o ",
+2 (——) (1+42) % 25

2
[0y o)
/1492 e/1+92 [0y Ox

gty

c(1+3?)?

et
oL 1 0N
cr_ 2./ 2
dy ¢ 149 oy

ce qui donne

nij N y [@y.JF@}
cy/ 1+ 72 e/1+92 [0y Ox
.2..
ny~y 1 —on
LA ——— e 22
vVi+ty oy 0

c(l+y'2)% ¢

et puisque cy/1 + 92 n’est jamais nul, on peut simplifier en multipliant I’équation par ¢4/ 1 + 2 :

gy .onp  On

=T~ U5~ =
149 or Oy
Si I’indice de réfraction 7 est uniforme dans le milieu, 1’équation se réduit a
i _
I

ny —
et puisque 1 + 92 et i ne sont jamais nuls
nj (1+9%) —ng*j =ijn =0
Donc
. dy
y = —= = const.

x
c’est-a-dire, la trajectoire de lumiere est une ligne droite dans ce milieu

(3.73)

(3.74)

(3.75)

(3.76)

(3.77)

(3.78)

(3.79)
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3.3 Probleme a deux corps

—

C’est le systéme physique fermé le plus simple qui existe. Deux particules, de masses m
et mo, dont les positions instantanées sont ry et ro interagissent via un potentiel
V(I‘l, 1‘2) = V(I‘l — I‘Q) (380)
pour respecter ’homogénéité de 1’espace puisque
—V(I‘l) - V(I‘Q) =0
est le potentiel dii au reste de I’univers dans un systéme fermé. La force externe totale qui
s’exerce sur le systéme fermé est nulle.
Ainsi leur lagrangien s’écrira (le lagrangien est additif)
my . ms .
L= 71r§+72r§—1/(r1 — 1) (3.81)
Opérons un changement de coordonnés définissant la coordonnée relative r = ry — ry et la
coordonnée du centre de masse (voir figure 3.5)
miry + moro

R=——- =< (3.82)
mi + mo
ainsi m
rn=R+—2— (3.83)
mi + Mo
rp=R-— " (3.84)
mi + mo
ou rappelons-ler = r; — ry et donc
=R+ —2 (3.85)
mi + mo
Fp=R— " (3.86)
mi1 + mo
Remplacant dans le lagrangien nous obtenons
M .
L=ZR+ %1’2 V() (3.87)
ou
M = my + my = masse totale du systéme (3.88)
= T2 hasse réduite du systéme (3.89)
mi + mo
et le lagrangien se décompose en deux éléments qui ne sont pas reliés
L = Lem + L. (390)

Lcw est simplement 1’énergie cinétique globale du systéme (A noter que si msy > mq (par
exemple le cas Soleil-Terre), alors m =~ my, Ly, = Ly, ) et

M .
Loy = 7R? (3.91)
puisque puisque R est une variable cyclique:
oL oL
— = 0 = —— = C = vecteur constant
OR OR
ou )
MR = C. (3.92)
Le C.M. se déplace a vitesse constante. La deuxiéme partie, relative, est
L. = %r‘ﬂ —V(r) (3.93)

apparait comme le lagrangien d’une particule de masse m et de position r. Aucune des deux
particules n’a la masse m et r ne donne la position d’aucune des deux particules. L décrit
le mouvement relatif entre les deux particules en le réduisant a un probléme d’une seule

Figure 3.5 a
Probléme a deux corps.
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Figure 3.6 A
Le probléme a deux corps se simplifie a celui d’'une
particule soumise a un potentiel central.

Figure 3.7 A

Le torque r x F s’exercant sur la particule est
identiquement nul et le moment cinétique 1 = mr x
r est une constante du mouvement.
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particule (fictive), de masse m et de position r. Parce qu’il peut se réduire de cette fagon a un
probléme a un corps, le probléme a deux corps peut avoir une solution analytique.

Le probléme a N corps, ou N > 2, n’a pas de solution analytique. Le systéme est méme
chaotique.

3.4 Le potentiel central

—

Nous étudions ici un probléme a un corps qui est aussi assimilable a celui d’une particule
soumise a une force centrée a ’origine.(peut aussi étre le probléme du mouvement relatif
dans un systéme a deux corps) Le lagrangien est de la forme

L:%HIfV@) (3.94)

Dans bon nombre de cas, I’interaction ne dépendra que de la distance, soit entre les (deux)
corps, soit entre le corps étudié et le point d’origine de la force. On a alors V(r) = V(r) et
la force est dans la direction r. C’est le potentiel central.

Physiquement, si le probléme de base est un probléme a deux corps (voir figure 3.6) alors
la force est purement dans la direction de la droite les reliant. C’est le cas de I’interaction
gravitationnelle entre deux corps massifs ainsi que 1’interaction coulombienne entre deux
corps chargés.

Puisque ici la force est purement radiale (aucune composante 6 et ) le torque r x F
s’exercant sur la particule est identiquement nul et par conséquent le moment cinétique (voir
figure 3.7),

l=mrxr (3.95)
est une constante du mouvement (ou intégrale premiére). En effet
l=mixit4+mrxi=0+rxF=0 (3.96)

puisque r et F' sont colinéaires. La conséquence physique est que le mouvement est dans un
plan perpendiculaire a 1 puisque

1 = mr x I = vecteur constant

et donc
| I
signifie constant en grandeur et en direction.

Choisissons ce plan comme étant le plan 2Oy, ¢’est-a-dire le plan § = 7 donc 0=0.Le
lagrangien se réduira (avec sinf) = sin § = 1) a

L= Z(+1p%) = V(r) (3.97)

comme en coordonnées polaires. Immédiatement, on constate que ¢ est une variable cy-
clique et donc

oL
— = 3.98
5 =0 (3.98)
et donc
_3L =mrip =1
aso - ()0 9

une constante méme si = r(t) et ¢ = @(t).

On vérifie trivialement que cette constante [ est précisément la longueur du moment ciné-
tique qui pointe ici selon I’axe Oz. Comme [ est une constante du mouvement, sa valeur est
fixée par les conditions initiales. L’équation en r se calcule aussi:

oL 1%
oL . d (0L .
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donc oy
mit — mro?® + 5 =0 (3.101)
et toujours en ¢ : mr2p = .
De I’équation en ¢ on tire
l
p=— (3.102)
mr
que I’on remplace dans 1’équation en r
2 oV
f—— 4+ = = A
mit = — + o 0 (3.103)
o oV 12 OVegr(1)
. eff\”
- _ =_ 3.104
o ) mr or + mr3 or ( )
ou ici on a défini Vegr(r) comme
l2
Ver(r) =V (r) + Yoo (3.105)

Tout se passe donc en r comme dans une €quation a la Newton pour un systéme a un
degré de liberté

oV
mit = — ;ﬂ’"(r) = Fu(r). (3.106)
T
Ce potentiel efficace Vg(r) est constitué du potentiel original V' (r) plus % qui représente

une répulsion centrifuge: un corps qui tourne par rapport a ’origine O est effectivement re-
poussé de ’origine (il ne peut pas I’atteindre) et plus il tourne rapidement, ¢’est-a-dire plus
est grand, plus il est repousseé.

Potentiel en !

L’exemple de la figure 3.8 est pour V = —% (gravitationnel ou électrostatique). On
constate dans ce cas que
Ver(r) = K + c (3.107)
o N T T Y ’
aun extremum Vj en ro qui obéit a
OVer(r) K 12
—— =|-—=| =0 3.108
or |, r2  mr3| ( )
70 To
donc a 2 K2
m
=— = Vy=- . 3.109
. o= 7o 0 VB (3.109)
Puisque
V.
Werlr) | _y mi|, =0 (3.110)
ar ., 0
ce qui correspond a une distance radiale constante »r = ry donc 7 = 0 donc ¥ = 0.

Autrement dit, aucune force radiale n’est exercée. 1l s’agit d’un point stationnaire qui corre-
spond physiquement a une orbite circulaire (seul ( varie) avec une vitesse angulaire constante
donnée par

l
— = constante

¢ = 3 (3.111)
To
¥ (3.112)
l mK?
avec
12
0= Km

Figure 3.8 a

Potentiel efficace pour le cas de deux corps soumis

a un potentiel gravitationnel ou électrostatique (V' =
K

— K,
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Figure 3.9 a

Oscillation autour de I'orbite circulaire.

.....

Figure 3.10 A

La ructuation de r(¢) autour de r¢ (orbite circu-
laire) cause un étirement de I'orbite a des extrémités
opposées et un écrasement aux extrémités per-

pendiculaire.
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Ici, les conditions initiales ont fixé 7 = 7o, £ = Vj, la valeur de [ et de celle de ;. Nous
continuons d’avoir = 5 donc ¢ = 0.

Pour chaque intervalle de temps, la période 7, pour laquelle ¢(t) augmente de 27 , nous
complétons une orbite, donc I’expression précédente nous permet de déduire la période

Ap = (T +tg) — p(to) =27 (3.114)
l mK?
= m—rgT =B 7 (3.115)
3 (3.116)
23 3 .
o= # — o % — période. (3.117)
La fréquence est v = % = —7;7532 et la fréquence angulaire de 1’orbite circulaire est
mK?

p=w=2mr = (3.118)

I3

Les conditions initiales pour que 1’orbite soit précisément circulaire sont relativement peu
probables. Etudions la situation lorsque I’orbite se dégage 1égerement de ce cas particulier,
c’est-a-dire £ > V), (série de Taylor)

yVerlr) | (= r0)? OVen(r)

Vetr(r) =~ Vegr(ro) + (1 — 10 ar | o o | (3.119)
constante _,_0/ °
=0

Si r ne s’éloigne pas trop de g, c’est le terme harmonique en (r — 79)? qui va gérer le

mouvement par
OVerr(r)

mit = —— ou  Ve(r) ~ (r —rp)? (3.120)
Ici, avec le choix particulier V = —% que nous avons fait
0?Vegr(1) 2K 312 m3K*
b — _ s _ma 3.121
eff or? | r3 + mrg 16 ( )
0
on obtient pour Vegr(r)
N (r —10)? 0*Vege(r)
Verr(r) = 51 o | (3.122)
et donc en terme des paramétres de V' (r)
(= r0)? m3K* (r—mp)?
Verr(r) = 51 5= ket 51 (3.123)
L’équation de mouvement en r est m# = — avé_f;(r). Nous calculons
OViegr(r m3K*
gi( ) o (r=70)— (3.124)
donc I’équation de mouvement donne
. m3K4
mit & —(r — o) 6 = —kett(r — 70). (3.125)
Définissant u(t) = r(t) — ro, nous obtenons (¥ = i) (voir figure 3.9)
3K4
mii = —mIG w = —kegru (3.126)
ou 254 .
i = _—mIG w= _%fu — 0%y (3.127)
qui correspond a 1’équation harmonique qui a comme solution
u(t) = r(t) —ro = Asin(Qt + 0) (3.128)
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ou r(t) apparait comme une constante, g, plus une [uctuation d’amplitude A et
r(t) = ro + Asin(2 + 9) (3.129)

avec
]{Zeff mK 2

Q=== T

m
la fréquence angulaire de la [uctuation u(t) et

_271'_2 3
Tr= Q T mK?

la période de ces mémes [iictuations.

Cette fréquence de [‘uctuation de r autour de ry se fait a la méme fréquence que la rotation
sur I’orbite circulaire puisque u(t) mesure la variation ou [uctuation de 7(¢) autour de rg.
Ceci est caractéristique du choix particulier V(r) = — % que nous avons fait. On dit d’un tel
potentiel qu’il génére des orbites stables.

Cette [uctuation de r(¢) autour de 7 cause un étirement de 1’orbite & une des extrémités
et un écrasement a 1’extrémités opposée (voir figure 3.10). De plus comme {2 = w, le mouve-
ment de [uctuation est synchronisé avec la [uctuation et la particule revient au méme point.
Les coordonnées sont alors

x = 1o coswt x = (ro + Asin(wt + §)) cos wt

y = rosinwt y = (ro + Asin(wt 4 0)) sinwt
ce qui se traduit par une 1égere déformation de la trajectoire circulaire dans une direction si
0 < A/ro < 1. Dans la limite o A/ry < 1, 'orbite est a toute fin pratique circulaire
mais son centre est déplacé par rapport a ’orbite originale d’une distance A. C’est la pre-
miére déformation de la trajectoire alors que I’on sait la trajectoire normale des planétes étre
elliptique. Ce sont les termes asymétriques de Veg(r) , dont le premier est

(r = r)* 0"Venr)
3! or3
qui seront responsables de ce déplacement vers des trajectoires exactement elliptiques.

Dans la démarche précédente, nous avons utilisé dés le début la conservation du moment
cinétique en 1’absence de torque. Le probléme s’en trouvait simplifié puisqu’il était toujours
possible de ramener le probléme a un mouvement dans le plan zOy. Toutefois, on devrait
obtenir la méme solution sans faire appel a la notion de force.

(3.130)

To

L= 2%+ 1% +1%sin? 0%) — V(1) (3.131)
En ¢
L
oL _y (3.132)
dp
et donc
oL .

% =mrisin?0p =1,

la composante z du moment cinétique étant constante. Contrairement au cas précédent cela
ne signifie pas que la vitesse angulaire ¢ est constante si  est constant. En 6

oL 2on . ) L\,
0 = mr=p~sinf cos § = mr <m) sin @ cos 6 (3.133)
2
= #% (3.134)
et donc 6
O _ 2y — 4 (a_L> = i,
o 00 dt \ 96

- l, 2 cosf
~\mr?) sin®e

On se rend compte que méme pour 7 constant, la solution nécessite de résoudre deux équa-

Chapitre 3
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tions différentielles couplées en 6 et en ¢. La solution reste de la méme forme puiqu’on a
affaire a une particule de masse tournant a vitesse constante autour du centre (moment ciné-
tique constant, aucun torque) sauf que 1’orbite est inclinée par rapport au plan xOy et 1 ne
pointe pas nécessairement dans la direction des z.

Potentiel en r—"

Imaginons maintenant un potentiel de la forme

K
V(ir)=—-——
(==
oun € Z correspondant a une force
nkK
On obtient
V()——E-l- e (3.135)
)= Tn T o '
Vietr(r) posséde un extremum Vj en rg qui obéit a
Ve K 2
enlr) | _ | - —| =0 (3.136)
or |, rnt mr3 o
donc a
12 ﬁ 12 =)
= = Vw=-K . 3.137
o <nK m) 0 (nK m) ( )
Ici, avec le choix particulier V = —% que nous avons fait
0 Vir(r) 2\
ke = —2 | = Kn(2 - 3.138
eff or2 o n( TL) nkKm ( )
Comme dans I’exemple précédent, en définissant u(t) = r(t) — r, nous obtenons (¥ = i)
k
= Ty = 02y (3.139)
m

avec la fréquence angulaire de la [uctuation wu(t)
1

o R _ (En@-n)( 2 =AW
n m m nKm

et la période des [uctuations

1
nt2N\ T2
21 9 Kn(2 —n) 2 \"7\ °
T, =— =27
Q) m nKm

Rappelons que
l
¢ = —5 = constante (3.140)
To
U (3.141)
l
)y = —t 3.142
o) = atte (3.142)
avec

12 ﬁ
o= (nKm)

Donc pour un intervalle de temps correspondant a la moitié de la période 7,., ¢’est-a-dire le
temps que prend 7 pour passer de 7y @ Tmax, la masse s’est déplacée d’un angle ¥ appelé
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angle apsidal
Tr

ot = 5 ) 7, = 1/2 période de ["uctuation

B l T 0T

- (3) ==
Puisque pendant une demi-oscillation dans le rayon orbital, 1’orbite sera modifiée d’un angle
1), tout orbite fermée requiert que le dénominateur soit un entier naturel j = /2 —n € N*.
Qui plus est, pour qu’il y ait force de rappel, il faut que

kett > 0
donc n < 2. Les valeurs permises sont donc
n = —j24+2  j=1,2,3,4,..
= 1,-2,-7,—14,...

Loi de puissance Force Angle Nombre

apsidal ¢  de lobes j
i : 3 z I
-2 —Kr? 2Kr! /2 2
=7 —Kr7 TKr5 w/2 3
-14 —Krlt 14K 713 /2 4
—23 —Kr?* 23K1r?? /2 5
2 — 52 —Kri®=2 (2-2)Kr" 3 7/j j

Toute autre loi de puissance meéne a des orbites instables. La masse ne repasse jamais
dans la méme trajectoire
Si on généralise le potentiel & une puissance quelconque o (n — «)
K
V(T) = _7”_0‘
il est possible de trouver des orbites stables d’un autre type ou ’angle apsidal est une fraction
de

p=——="2
= = -7
V2 —«o q
tel que
]

q
Un particule dans une telle orbite devra effectuer p tours pour revenir a sa position initiale.
Pendant ce temps, il y aura ¢ [uctuations de 1’orbite.

Chapitre 3

Figure 5.2 A
Orbites avec 1, 2, 3,4 lobes pour V(r) = —K/r—"
avecn=1,-2,—7,—14.

Figure 5.2 A
Exemple d’orbite non stable pour V(r) = —K/r—"
avec n = —3. Langle apsidal ¢ = %
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3.5 Exercices

—

3.1. Champ électromagnétique
Dans un systéme d’axes orthonormés, on veut étudier le mouvement d’une particule de masse
m, de charge électrique g, plongée dans des champs électrique E = (F,0,0) et magnétique
B = (0,0, B) uniformes, constants et orthogonaux. Nous choisirons comme coordonnées général-
isées les trois coordonnées cartésiennes r = (x,y, z) de la particule. Nous allons vérifier que
I’expression suivante, ou U est le potentiel scalaire et A est le potentiel vecteur, est effectivement
un potentiel généralisé.

V(r,8,t) = g (U(r,t) — - A(r, t))

n Lagrangiens et intégrales premiéres

(a) Donner I’expression de la force de Lorentz, qui est supposée la seule force agissant sur la

particule.

Figure 3.13 a (b) Calculer le potentiel scalaire U (r).

Probléme 3.2. (c) Montrer qu’on peut choisir un potentiel vecteur indifféremment de la forme A = (—yB, 0,0)
ou A = (0,zB,0) ou encore la demi-somme des deux qu’on peut écrire A = f% (r x B).

Ces formules sont d’une grande utilité pratique pour le physicien.

(d) A I’aide de la premiére expression de A, vérifier que le potentiel généralisé associé au champ
électromagnétique s’écrit V = ¢.(2yB — xE). Ecrire le lagrangien L de la particule dans
le champ électromagnétique. Vérifier que z est une coordonnée cyclique ; donner 1’intégrale
premiére correspondante. Déduire les équations d’Euler-Lagrange pour les variables x et y.

(e) A I’aide de la seconde expression, vérifier que le potentiel généralisé associé au champ élec-
tromagnétique s’écrit V = —q.(zyB + xE). Ecrire le lagrangien L’ de la particule dans le
champ ¢€lectromagnétique. Vérifier que y et z sont des coordonnées cycliques ; donner les in-
tégrales premiéres correspondantes. Etaient-elles prévisibles d’aprés la question précédente ?

() Vérifier que la différence des deux lagrangiens L et L’ est la dérivée totale, par rapport au
temps, d’une fonction des coordonnées.

Champ électrique nul
Pour le moment, on suppose un champ électrique nul : £ = 0.

(g) De ces quantités conservées, déduire les équations différentielles du premier ordre en temps
pour les trois coordonnées. Intégrer ces équations. Il sera utile d’introduire la pulsation cy-
clotron w = ge.B/m. Caractériser le mouvement projeté dans le plan perpendiculaire au
champ magnétique et le long de celui-ci. On appelle ce mouvement le mouvement cyclotron.
Cas général

On revient a présent au cas général £ # 0.

(h) Intégrer les équations du mouvement. Montrer que si I’on se place dans un référentiel se
mouvant avec la vitesse —F /B le long de I’axe perpendiculaire a8 E et B, la particule se
déplace selon le mouvement cyclotron étudié a la question précédente. C’est ce qu’on appelle
un mouvement de dérive.

(i) Le lagrangien ne dépend pas explicitement du temps ; il existe une intégrale premiére associée
a la translation dans le temps. Donner celle-ci.

3.2.  Pendule et ressorts
Le point de suspension d’un pendule de masse m et de longueur constante [ peut se déplacer selon
un axe horizontal. Deux ressorts de constante de rappel k/2 exercent une force nette de restitution
—kax sur le point de suspension (voir figure 3.13).
(a) Ecrivez les équations du mouvement.

T ) (b) En supposant de faibles oscillations, démontrez que ce systéme est équivalent & un pendule
simple de longueur.
mg
I'=1+—=2
T
Fi 3.14 A . A
Pr'g;;fne 373 3.3. Particule dans un cone

Une particule de masse m est soumise a la gravité et contrainte a se déplacer sur la surface d’un
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cone vertical inversé (voir figure 3.14)
(a) Ecrivez les équations du mouvement.
(b) A partir de la notion de potentiel effectif:
F= _OVeys
or
trouvez le point stationnaire 7¢.

3.4. Probléme 1.1 revisité
Utilisez la méthode lagrangienne pour le Probléme 1.1.

3.5. Probléme 1.2 revisité
Utilisez la méthode lagrangienne pour le Probléme 1.2.
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FORMALISME CANONIQUE

Le formalisme canonique n’introduit pas une nouvelle physique mais nous propose une

nouvelle gamme d’outils pour étudier les phénomenes physiques. Son élément central, I’hamiltonie

joue un grand rdle en mécanique quantique. Comme dans le formalisme de Lagrange nous
travaillerons avec des quantités comme 1’énergie, T" et V, plutdt qu’avec des quantités vecto-
rielles comme la force F' de Newton. Ici encore le formalisme sera invariant de forme.

Dans le formalisme de Lagrange, la description d’un systéme mécanique a n degrés de
liberté décrits par les coordonnées généralisés ¢;| ¢ = 1,2,...n indépendantes (non con-
traintes) nous méne a n équations d’Euler-Lagrange

d oLy oL
dt \ 9q; da;

qui sont des équations différentielles du 21™ ordre.

Dans le formalisme canonique, ou de Hamilton, un systéme mécanique a n degrés de
liberté toujours décrits par des ¢; indépendants nous ménera a 2n équations du premier ordre.

Chez Lagrange on compare des trajectoires et par conséquent les g; et les ¢; sont tous in-
dépendants (tant que nous n’avons pas résolu les équations d’Euler-Lagrange qui choisissent
la trajectoire extremum). Chez Hamilton nous devrons d’abord apprendre a définir les mo-
ments généralisés, les p;, pour remplacer les ¢;, et qui eux aussi resteront indépendants entre
eux et indépendants des g;.

4.1

4.1 Transformation de Legendre
—

Cette transformation est souvent utilisée en thermodynamique ou elle permet de relier
entre eux les différents potentiels thermodynamiques. En mécanique elle permet de définir
I’hamiltonien a partir du lagrangien. Nous en donnons une description simplifiée.

Soit une fonction f(u,v) ol u et v sont les deux variables indépendantes dont dépend f.
Définissons 5

w= % = w(u,v). 4.2)

La transformation de Legendre permet de définir une fonction g(u,w) qui peut remplacer

f(u,v)

f(u,v)Hg(u,M)z%w—f. (43)
On vérifie facilement la chose. En effet
_of of , _of
daf = ey du + 50 dv = 9 du + wdv. 4.4)
De la définition de g nous calculons
dg = wdv+vdw — df
of
= wdv+ vdw — =—du — wdv
ou
of
= wvdw — %du = g=g(u,w) (4.5)
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ce qui confirme que g est bien fonction de u et de w. Pour opérationnaliser cette transforma-
tion et la disparition de v dans g on doit, a partir de la définition de w

= W = w(u,v) (4.6)
pouvoir I’inverser en v = v(u, w)
g(u,w) = wo(u,w) — f(u,v(u,w)). 4.7
Puisque g est fonction de u et w

_Og Jg

et on identifie avec I’expression pour dg plus haut
_ 99 09 _ 9f
T ow' Ou ou

d (4.8)

(4.9)

4.2 L'hamiltonien

—

Posons un lagrangien L(g;, §;,t) que nous traiterons comme la fonction f ci-dessus avec
les g; jouant le role de w et les ¢; le role de v. Schématiquement, nous aurons
L(qzu qiu t) — f(uv ’U)
gi <= u
g <=0

(_ 0L _of
(8-
H(qivpiut) <:>g(u7w)

A la place de w, nous définissons les moments généralisés (moments canoniques)

1
un systéme de n équations que, comme pour v et w, nous devons pouvoir inverser pour
obtenir les n relations
Nous définissons donc, en analogie avec g, une fonction des ¢; et des p; que nous noterons
H (Q’Lv Di, t)

glu,w) = wveow = f
! ¥ !
H(gi,pi,t) = >, dpri — L(gidt)
dans laquelle ’expression ¢; est présumé étre ¢;(q;, p;, t).
De
L
dL = quJrZ dqz dt
= Za—dquerquer—dt (4.12)

on calcule dH a partir de sa définition

dH = Zdidpi + Zpiddi - Z gq szdQZ - —dt
dL

qudpz— 6Ld —%—fdt (4.13)
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ce qui vérifie que H est fonction des g;, des p; (et de t) On peut donc écrire
H

dH = Z dqﬂrz —

et comme les g; et p; sont 1ndependants on 1dent1ﬁe, en comparant nos deux expressions pour

dH
on - _ —8—L' n équations
9qi 9g;’
OH
= ¢;; néquations 4.14)
Op;
oH _ oL
8t ot
Si H ne dépend pas du temps, at = 0. On sait que la trajectoire physique obéit a 1’équation
d’Euler-Lagrange
oL d (0L d
== (=) ==p=p 4.15
8qi dt (8%) dtp b ( )
et ainsi les 2n équations ci-dessus se liront
. OH .
4% = g0 1=1,2,..n
pi = _§_gg; i=1,2,..n } 2n (4.16)

ce sont nos 2n équations canoniques du mouvement. Ce sont des équations différentielles du
premier ordre et on voit que les g; et les p; y sont traités de fagon beaucoup plus symétrique
que ne 1’étaient les g; et les ¢; dans 1’équation d’Euler-Lagrange. L’apparition du signe moins
(—) entre les équations pour les g; et celles pour leurs moments conjugués, s’appelle une
symétrie symplectique. Les 2n équations canoniques remplacent les n équations d’Euler-

Lagrange.
De
H
dH = dqz + Z dpz >t
on peut calculer, sur une trajectmre qu1 obelt aux equatlons canoniques,
dH ~OH . ~0H. 0H
@ T 2t
n n
= - Zpiq'i + Zq'il'% +
i i
OH oL
= = - _= 4.17
ot ot @.17)

Ainsi, H est une constante du mouvement (ou intégrale premiére) & moins de dépendre
explicitement du temps, c’est-a-dire & moins qu’un agent extérieur n’agisse sur le systéme
étudié et ce de fagon non constante dans le temps.

4.3 Quelques exemples

—

Particule soumise a une force en une dimension

@ Exemple 4.1

Soit une particule de masse m se déplagant en une dimension (disons x) et soumise a une force
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F= —%—‘;. Nous savons que son lagrangien est
L= %:&2 — V(). (4.18)
Nous n’aurons qu’un seul moment, noté p, conjugué a z et défini par
_ % i (4.19)
équation que nous pouvons (on doit pouvoir le faire) inverser
. p
= =. 4.20
p=2 (4.20)

On note qu’ici le moment p correspond a la composante = de la définition élémentaire p = mw. Ce
ne sera pas toujours trivialement le cas. Selon la définition de H

H = i(p)p— L(z,2(p))
_ P _m(P\?
m p 2 (m) Vi)
P’ 421
= ont V() (4.21)
que I’on écrit souvent
H=T+V (4.22)

ou 7" est I’énergie cinétique exprimée en fonction des moments. Ici, [ est indépendant du temps et
est égal a I’énergie totale, une constante du mouvement (ou intégrale premiére).

—®

Particule soumise a une force en trois dimensions

@ Exemple 4.2

68

Comme les énergies, H est additif. Ainsi pour une particule de masse m se déplacant en trois

dimensions sous I’inuence d’une force F = —V V/(r) nous obtiendrons, de
L=2( 497 +2) — V(,y2) (4.23)
que
H = 22+ 02 +12) + Vi, 2) (4.24)
- 2m pz py pz 3:7 y7 z). .
Ainsi les équations canoniques donneront (nous regardons celle en x seulement)
. OH _ pu
= _ — 4.25
& oo m (4.25)
OH oV
ey = ——— = —— 4.26
8 oz Oox ( )
Trivialement, redérivant par rapport au temps (4.25)
. Dz
=2 4.27
i =Lz (“27)
et utilisant alors (4.26) nous obtenons
=LV oz 1V LGy, -1lp (4.28)
m Oz m Oz m m

qui n’est autre que I’équation de Newton. On vérifie trivialement la méme chose pour v et z. De

plus, les moments p, py, p- soit ici les trois composantes de mv.
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Particule dans un champ central

@ Exemple 4.3

La forme des équations canoniques ne dépend pas du choix qui a été fait des coordonnées général-
isées, les ¢;., choix qui in[uencera la signification et méme les dimensions des p;. Rappelons le cas
étudié plus tot d’une particule dans un champ central V (7) et dont le mouvement sera limité a un
plan que nous choisissons étre § = 5 ou le plan zOy. Le lagrangien se réduit a

L= %(ﬁ +1r2%) = V(). (4.29)
Nous avons vu que les équations d’Euler-Lagrange donnent
mrp =1 = constante, (4.30)
puisque ¢ est cyclique
2
mit -4~ g (431)
(apreés remplacement de ¢). Nos moments généralisés seront
L
b = % - (4.32)
OL .
Pe = 5= mr’p (4.33)
que I’on peut inverser en
. Pr . _ pgp
r==,p=
m mr?

ol on voit que p, et p, n’ont méme pas les mémes dimensions!
On construit H selon la formule générale

H=>) gpi—L (4.34)
qui donne ici
H = ipo+¢pp— 5 [P +7°6%) - V()]
= P P M (PN 2 P )?
N mnqu mr2P? T {(m) tr (mrQ) } +V(r) (4.35)
p2 p2
I ©
= 5= + e +V(r) (4.36)
Ici @ est variable cyclique donc
O0H
Dy = —% =0 == p, = constante 4.37)

ou on voit que dans ce formalisme une variable cyclique, en plus d’étre (automatiquement)
éliminée, éliminera aussi son moment conjugué qui sera une constante. Deux des variables de
H sont ainsi éliminées, ce qui n’est pas le cas dans le formalisme de Lagrange. Les équations
pour r et p,. sont

0OH -

Po= _br (4.38)
op. m

: OH  p. OV
pr = “or  mrd or (439
Si on veut comparer avec Euler-Lagrange, on dérive par rapport au temps (4.38)

. P
;=L
m
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Figure 4.1 a
Bille contrainte de se déplacer sur une boucle cir-
culaire.
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et on compare p,- avec (4.39)

mit = —— — ——.

mr? r
Rappelant le résultat précédent (3.103) obtenu avec I’équation d’Euler -Lagrange
12 ov

[ — + or 0
I’identification est immédiate avec p, = .
On voit que, comme dans le cas de Lagrange, le formalisme canonique est invariant de forme,
c’est-a-dire il prend a son compte la cuisine algébrique qui entoure le choix de coordonnées

généralisées dont les propriétés géométriques et dimensionnelles peuvent étre quelconques.

(4.40)

— Vv Remarquev |

Remarque 4.1

Les exemples ci-dessus donnent tous

c’est-a-dire I’hamiltonien est la somme de I’énergie cinétique plus I’énergie potentielle du
systeme. Cette forme de H demeurera vrai tant et aussi longtemps que les interactions
qui apparaissent dans le lagrangien ne dépendent pas des vitesses comme dans le cas de
I’interaction électromagnétique par exemple.

Tant et aussi longtemps que H ne dépend pas explicitement du temps, c’est une constante
du mouvement (ou intégrale premiéere). Cependant H (g;, p;) n’est identifiable a I’énergie
physique que si les coordonnées généralisées, les {g; }, n’ont pas été obtenues de coordon-

nées inertielles par une transformation dépendant du temps.

Exemple 4.4
Le cas suivant en est un exemple (voir figure 4.1). Soit une bille contrainte de se déplacer sur une
boucle circulaire (disons centrée a 1’origine) et qui elle-méme tourne autour de 1’axe Oz avec une
fréquence angulaire w, entrainée par un moteur (extérieur). A priori, on peut écrire, en coordonnées
sphériques

T= %(r2 +720° + r?sin® 0%)
mais ici r = a est le rayon de la boucle, donc 7 = 0 et de plus ¢ = wt donc ¢ = w = constante.
Donc

(4.42)

ma?
2

etil n’y a qu’un seul degré de liberté, 6. En 1’absence d’autre interaction L = T, ¢’est-a-dire

ma2 2

T="2 0 + wsin®0), (4.43)

L= T2 (0" +u?sin’ ), (4.44)
etde o Ny ' .
po = il ma ) = 0= o (4.45)
on trouve pg e -
=5 5w sin 6. (4.46)

Ici H ne dépend pas du temps, c’est donc une constante du mouvement mais on ne peut pas
I’identifier a I’énergie physique de la particule parce que en posant

(4.47)

on fait 1’équivalent d’une transformation de coordonnées dépendant du temps. En fait on se retrouve
dans un repére non inertiel puisqu’il tourne donc est accéléré par rapport au laboratoire (que nous

p=uwt
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considérons inertiel).

—
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— ¥V Exercicev |

Exercice 4.1
Obtenez les équations du mouvement.
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4.4 Crochets de Poisson

—

Définition
N

Le crochet de Poisson {A, B}, , est la fagcon standard de noter une certaine opération
qui implique les quantités A(q;, p;) et B(g;, p;) ainsi que I’ensemble de variables canoniques

{8%1 0B 0A 3B:| (4.48)

A, B = —_—
{4 Blay XZ: dq; Op;  Op; Oq;

Considérons une fonction quelconque F'(¢;, p;, t). Sa dérivée totale par rapport au temps
le long d’une trajectoire s’écrit

dF ”{aF. 8F.] OF

KR o AT ey 44
i ol T ap | T o (4.49)

i
Si cette trajectoire est une trajectoire physique, elle obéit aux équations canoniques de
I’hamiltonien H du systéme

0OH 0OH
I = , Di=— 4.50
4= P 9 (4.50)
et alors
ar i OF OH QF OH]  OF
dt 4= |0q; Ipi  Ip; Du; ot
oF
= {FH}+—. 4.51
En particulier, cette équation permet un calcul facile des constantes du mouvement,
dF
— =0.
dt

En effet, le calcul de %—f est immédiat et le calcul de { F, H} est un simple exercice.

— Vv Remarquev |

Remarque 4.2

Certains auteurs exigent 0F/0t = 0 et { F, H} = 0 pour appeler F' une constante du mou-
vement (ou intégrale premiére), une définition plus restrictive que celle que nous adoptons.

— 0

Ainsi donc, on calcule facilement %—I;. Par exemple, si F' ne dépend pas explicitement du

temps c’est-a-dire %—I; = 0 alors F'(g;, p;) est une constante du mouvement si son crochet de

Poisson avec H est nul.

dF OF
= = (FHY+ 5 ={FH) (4.52)
Si {F,HY = 0 ‘fl—f =0 (4.53)

Ceci permet d’identifier rapidement bon nombre de constantes du mouvement.
Par exemple nous avons déja vu que la conservation du moment angulaire

I=rxp

implique a
—Z—i=0
dt

a comme conséquence que le mouvement est dans un plan perpendiculaire a 1.. L’inverse n’est
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pas vrai cependant. Considérons un mouvement dans le plan Oy d’une particule obéissant
au hamiltonien. 1
2 2
H = o—(pz +py) + V(z,y). (4.54)
Sous quelles conditions le moment angulaire 1 sera-t-il constant? Ici 1 n’a qu’une composante,
soit [, ou

l, = TPy — YPx- (4.55)
Or [, ne dépend pas explicitement du temps donc %lt =
iz = {lza H }
ol,0H 0l,0H 0l, 0H 0l, 0H
= -t = —"— - ——\ 4.56
ox Ops + 0y Op, Opy Ox  Opy, Oy (4.56)
On calcule
ol, ol,
= = —Dg, 4.57
al, ol
= —y, ==z 4.58
. Y Bp, (4.58)
et
0H Pz oH  p,
= & = _ 4 4.59
Opq m’ dp, m (4.59)
OH oV 0H 0V
- = = = __ 4.60
oz Ox’ 0Oy Oy (4.60)
et on obtient
o= PuPe pepy OV OV .61)
m m or oy
oV oV
- 2 Y 4.62
Yar oy (4.62)
1, sera donc une constante du mouvement (ou intégrale premicre) si et seulement si
aVv aVv
— =y—. 4.63
oy~ Yon (4.63)
Pour un force conservatrice,
oV
F;]' = ——
’ Ox
aVv
Fo=_-_
Yy 8y
« v oV
Yor a5 = (rxF),

ou on reconnait le moment de force dans la direction des z. Mathématiquement cela n’est
possible que si, indépendamment de z qui n’apparait pas ici, V' (z,y) ne dépend de z et de y
que sous la forme d’une fonction de (22 + y?). soit

V(z,y) = fi(a® +y°)

Si on s’intéresse aux trois dimensions, on obtiendra des conditions surl, — V = f5 (y2 +
2?) etsurl, — V = f3(x? + 22). Pour avoir conservation de 1, on doit donc avoir

V(z,y,2) = f(2® +y* + 2%) ou f(r)

c’est-a-dire un potentiel central.

Propriétés

On peut déduire un certain nombre de propriétés des crochets de Poisson
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{A,b} =0 b= constante (4.65)
{A,B+C} ={A B} +{A,C} (4.66)

{4, BC} = B{A,C}+{A,B}C (4.67)
%{A,B}_{%,B}+{A,%—f} (4.68)

{A qi} = fg;: (4.69)

{A;pi} = gi (4.70)
{A,{B,C}}+{C,{A,B}} +{B,{C,A}} =0 (4.71)

ou cette derniére expression est 1’identité de Jacobi.

Au dela d’une simple notation, leur calcul assez facile permet d’obtenir un certain nombre
de résultats intéressants. D’autre part, ils sont intimement reliés aux commutateurs de la
mécanique quantique.

Variables canoniques

11 existe toute une famille de résultats intéressants du crochet de Poisson. Parmi les plus
importants, calculons certains de ces crochets entre des variables canoniques : coordonnées
et moments : {gx, q;} , {Px,p;} et {qx,p;} ou k et j sont fixés

LN~ [0a0q;  Oqr 0q;] _
{ar i} =) { 90, o pi 9as | = 0 (4.72)

%

puisque
0q; 0
G g, Zk_y (4.73)
Opi Ipi
parce que les variables canoniques sont indépendantes et
{pr,pj} =0 (4.74)

pour la méme raison, mais

dq; Op;  Op; Oqg;

" [Oqr Op;  Oqi Op;
{aw.p} = Y |l - N

= ) Okibji = Ok (4.75)
ou dy; est le delta de Kronecker:
| 1sii=3j
0ij = { Osii £ - (4.76)

Ces résultats sont trés importants parce qu’on peut démontrer que leur inverse est vrai, c’est-
a-dire si un ensemble de n ¢; et de n p; obéit aux relations ci-dessus, alors 1’ensemble des
q; et des p; constitue un ensemble de variables canoniques. Ceci est trés important et trouve
éventuellement des applications dans les théories quantiques du champ.

Une autre utilisation intéressante des crochets de Poisson est qu’ils permettent de symétriser
les équations canoniques. Puisqu’il est vrai que pour une fonction quelconque des variables
(pi, i), soit F(p;, q;), sa dérivée par rapport au temps est donnée par

F={F H} (4.77)
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la chose est certainement vraie pour les g; et les p; eux-mémes et les équations canoniques
peuvent s’écrire

4G = e H} (4.78)
pi = A{pi, H}. (4.79)

A cause de cette symétrie, on est parfois amené a parler des 2n variables canoniques. Une
telle symétrie n’existe pas dans le formalisme lagrangien entre les g; et les g;.

4.5 Moments généralisés

—

On parle des p; comme étant des moments généralisés de la méme fagon que les g;
sont des coordonnées généralisées. Comme les dimensions des g; peuvent étre a peu prés
n’importe quoi, il en va de méme des p;.

Dans les exemples que nous avons vus, les p; étaient les composantes de p

p=mv (4.80)
ce qui est particuliérement évident en coordonnées cartésiennes. Mais méme en coordonnées
cartésiennes, cette définition n’est pas toujours vraie. En effet, lorsque I’interaction dépend
des vitesses p # mv. L’exemple le plus important est sans doute celui des interactions de
jauge. En effet, nous avons vu que le lagrangien d’une particule de masse m et de charge e
dans un champ électromagnétique est, en coordonnées cartésiennes, x; = (x,y, 2)

L:%ZiereZ:tiAifeV (4.81)

ou V et A sont les potentiels scalaire et vectoriel du champ électromagnétique et dépendant
généralement des z; et de ¢.

Définissant les moments généralisés p;

L
pi = 5 =mi; +eA; (4.82)
8:rz-
on constate que p n’est plus mv mais
p =mv + eA. (4.83)
Ces équations s’inversent en
i — eA;
g = DL (4.84)
m
Avec la définition de H = ), p;&; — L, on obtient
1 2
H=o=3 (pi—ecA) +eV. (4.85)

— ¥V Exercicev |

Exercice 4.2
Vérifiez ce résultat et vérifiez que les équations canoniques redonnent les équations du mouvement

d’une particule soumise a une force de Lorentz.

On peut d’abord vérifier si z; et p; — eA; sont des variables canoniques:

N - axk 8:10]- B al'k axj _

puisque
dp;  O(mi; +ed;) 0
axi o 81'1 o
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De la méme fagon,

\ N~ [OpeOpi  OpkOpi] _
{pmpj}—;[ 90, 99, Ops O, =0 (4.87)

Enfin

L [omon onon
{zr,pj} = Z{axz dp;  Op; Oz,

i

B " Oz, Opj
- 4= Oy Opi
&= Okibji = Ok (4.88)
Les équations canoniques sont

b = o0H
' Opi

. _ _0OH

bi = g

donc

.0 1 2
Ty = s (% Z (pj —eA;)” + eV)
1
= %22(10]‘ — e4;) 6i
J

pi — e

m

. 0 1 a2
bi = —H- (%Z(Pa eA;) +6V)

J

1 0A;\ OV
pj — eAj % . 191%
¢ (ZJ: m ox; Ox;

Les équations de mouvement sont alors

mi; = p;—eA;
o pj—eAj%_ 19)% Al
- ¢ (; m  Ox; O edi
Rappelant que
bi — eA;

) C9A; OV
e ij@x?_ﬁx‘_AJ

Par ailleurs les champs électrique et magnétique sont

0A
E = —VV—E
Ei a _(8Z2+ 8t>
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et
B=VxA

L 04
8.’1?3

Alors on vérifie que

(X X B)l = .’t2B3 — i’3BQ
0As

. (0Ay 04 .

- a5 -an) o (5

= I <%> + o9 (%> + T3
0x1 0x1

0A
= Z””J&Cl Zﬂ -
JA

ou a la troisiéme ligne nous avons ajouter et soustrait v; ( o)

) . La dérivée par rapport
au temps d’une quantité est donnée par

dA, (04, (A
7-(7)*?”] (%)

Généralisant pour toutes les composantes

. 0A; dA; 0A;
Dty = (vxB)+ T -
j K3
et
N . 0A; OV .
mr = e - mj@x:_ﬁxi_Ai
. dA; 04; oV
= €<(XXB)Z-+ L Wa—xl/lz)

= e((xxB),+E)
On trouve donc la force de Lorentz:

ma=e (V x B+ E) = Firorentz

Ce résultat est important puisqu’il nous dit comment écrire I’hamiltonien pour une partic-
ule soumise a une interaction de jauge. Aujourd’hui on cherche a écrire toutes les interactions
qui apparaissent dans la nature comme des interactions de jauge.

4.6 Transformations canoniques

—

On dit que des g; et des p; que ce sont des variables canoniques généralisées. Ce n’est pas
un euphémisme puisqu’il n’y a pratiquement aucune limite a ce qu’elles peuvent représenter
physiquement. Nous en verrons d’ailleurs a quelques exemples. Puisque tel est le cas, il doit
exister des transformations entre ces différents choix. Nous noterons (); et P; les nouvelles
variables canoniques obtenues suite a une telle transformation.

qi,Pi ? QiuP

On n’est pas surpris par contre de constater que ces transformations sont soumises a des
conditions assez séveres. En effet, les g; et p; sont généralisés mais obéissent a

{ar, a4} =0, {pe,pj} =0, {ar,p;j} =0k (4.89)
et les équations canoniques
OH OH
= —, Pi=—— 4.90
%= P 4 (4.90)

sont invariantes de forme. Ainsi, a la suite d’une transformation des g; et p; vers les Q; et P;
et définissant un nouvel hamiltonien que nous noterons H'(Q;, P;), ¢’est-a-dire

4> pi, H(qi, pi) 7t Qi, P, H(Qi, P)

043\ |, (04 (A
81'1 1 81’1 2 81'2 3

04,

Ox3

)
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nous devrons avoir
{Qr, Qj}q.rp =0,
{Pk?v Pj}Q,P =0,
{Qk: Pitq.p = 0k;
et les équations canoniques

. OH'

P = =, 491
G = p (491)

. OH'
P = - . 4.92
90, (4.92)

Strictement les équations de transformation peuvent s’écrire

Qi=Quajpit) 5y oy (4.93)

1,7

Pi:]Di(Qjapjat) J

et doivent pouvoir s’inverser puisque la physique reste indépendante des variables qu’on
emploie pour la décrire, donc on doit pouvoir écrire les transformations inverses
¢ = ¢(Qj, Py,t) . .

1,7 =12,...,n.

pz:pl(QjaP_j7t) J ’
Les ¢;, pi, Q; et P; forment 4n variables mais il est évident que seules 2n d’entre elles

sont indépendantes. D’autre part s’il est généralement possible d’écrire par exemples les n
équations de transformation

(4.94)

Qi = Qi(qjapjat)

de facon assez arbitraire il est généralement impossible d’écrire les n autres équations

de fagon aussi arbitraire puisqu’un tel choix ne satisfera pas en général les conditions énon-
cées plus haut.

(4.95)

Il faut donc apprendre a faire correctement ces transformations. La fagon standard de
le faire est de considérer que pour les fins de la transformation n des anciennes variables et
n des nouvelles sont linéairement indépendantes, par exemple les ¢; et les P; alors que n
anciennes et n nouvelles restantes sont linéairement dépendantes, ici les p; et les ;.

qi, B; ﬁpi,Qi

Dans ce cas précis nous écririons donc les équations de transformation

pi = pilg,Fjt) (4.97)
Qi = Qilg Pt (4.98)
Pour obtenir la forme habituelle, on inverse les n premicres en
Pj = Pj(qi, pi, 1) (4.99)
que I’on remplace dans les n dernicres
Qi = Qi(qj, Pj(qr, pr, 1), t) = Qi(qj,pj, 1) (4.100)

Schématiquement dans cet exemple

Choisir la T.C.: ¢, P; T:C> Di, Qi

4
pi= pi(qj7Pj?t)
Qi= Qi(qj>Pjvt>
I
Pj=Pj(q;,p;,1)
U

Ecrire p; et Q; :

Inverser p; = p;(qj, Pj,t) :

Substituer dans Q; = Qi(q;, Py, t) :  Qi(q;, Pj,t) = Q,(q;,p;,1)

Chapitre 4
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Fonctions génératrices

Pour générer ces transformations, nous retournerons au principe variationnel lui-méme.
Nous savons que

2
0S = 5/ Ldt = 0. (4.101)
Par ailleurs de '
H=Y pii—L on p =2k (4.102)
= i Diq; bi = d4; .
on peut obtenir
. oL
L= ;piqi ~H ou ¢= . (4.103)

ce qui permet d’écrire

2 n 2
55:5/ [Zpiqi—H] dtzé/ Ldt = 0. (4.104)
1 p 1

Orsi L correspond & H, L’ correspondra & H' et nous exigeons d’avoir également
2 n
5/ Ldt=0 ou L'=> PQ;—H. (4.105)
L i

Autrement dit nous aurons
L. H ﬁ L' H

Pour que L’ et L décrivent la méme physique nous avons déja vu que L et L’ ne peuvent
différer I’un de 1’autre que par la dérivée totale d’une fonction F’, ¢’est-a-dire

dF
L=1'+%. 4.1
+ = (4.106)
Nous poserons donc
/ [szqz 1 / ZPQZ H + F dt (4.107)

Cette fonction F', que 1’on appelle le générateur de la T.C. sera choisie comme ne dépendant
que des variables indépendantes de la transformation. On identifie généralement quatre cas

Variables Variables Générateurs
indépendantes dépendantes
i, Qi pi, Bs Fi(gi,Qi,t)
qi, P Pi> Qs Fy(qi, Py, t)
pi, Qi qi, P; F3(ps, Qir t)
pi, B i, Qi Fy(pi, P, t)
Etudions un peu plus en détails les cas F (q;, Q;,t), Fo(q;, P;,t). Dans le cas Fy(q;, Q;, 1)
dF1 aFl
- = (K. H 4.108
dt { 1, }%Q + 8 ( )
OF OF 6F
_ Z Li Z Lo+ 2L (4.109)
Ici, il est suffisant de comparer les fonctions a intégrer dans & f 1 Ldt = 0, ce qui donne
2. 3F .
> pigi — H(qi, pit) ZPQz H'(Qi, Pi ~g
OF OF
Z - Qz + = (4.110)

Cette équation est satisfaite si on identifie, ¢;, Q; et donc ¢; et Q; comme étant indépendantes.
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Les facteurs de ces variables indépendantes, doivent donc étre identiques

0
pbi = a_Fl(QJaQJ>t) :pl(qquj7t>
P = aQL Fi(q;,Qj,t) = Pi(q5, @y, 1) (4.111)
ro orn
H = H+ 5

Clairement ces lois de transformation nous permettent d’écrire les 2n variables dépendantes
(ici les p; et P;) en fonction des 2n variables indépendantes (ici les ¢; et Q;). Ces 2n équa-
tions peuvent se mettre sous la forme plus habituelle

¢ = ¢(Qj,P;,t): néquations (4.112)
pi = pi(Qj,P;,t): néquations (4.113)
ce qui permet de calculer H’
H/(Qiapiat) = H(q7(QJ7P]at)7p7(Q]7Pjat)7t)
0
+EF1(Qi(Qj7Pjut)aint)- (4.114)

En étudiant les équations de transformation obtenues ci-dessus, on constate que

. 2
Opi = 9 (@) = ﬂ, (4.115)
(9Qj 6Qj 8%‘ 8%‘8Qj
OP; 0 ( oF; ) 0%F
- _ = _ (4.116)
0q; 0q; 0Q; 0Q;0q;
ainsi donc, un test du caractére canonique de la transformation
pi = pilg;,Q4,t): néquations (4.117)
P, = Pi(g;,Qj,t): mnéquations (4.118)
est qu’elle doit satisfaire
Opi _ 0% (4.119)
0Q; 9q;
ce qui est équivalent a
{Qi,Q} =0={P, P} et {Qi F;}=di. (4.120)

Dans le cas Fy(g;, P;,t) ce sont les g; et les P; qui sont considérés indépendants. On
calcule

dFQ aFQ . 8F2 a-F2
— = qi P —_— 4.121
= +Z + (4.121)

Ici la comparaison des fonctions a 1ntegrer n est pas sufﬁsante et nous devons récrire au

complet
2 n
5/1 [qu—ﬂ] dt =
5/ {ZP@ H’+Z%qul
4 i O p @} dt. (4.122)

Le probléme vient de ce que les (; ne sont pas considérés indépendants ici et donc les Q; ne
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le sont pas. Intégrons par partie le premier terme a droite

2 n ) 2 d n 2. n
0 Pi idt = 4 —_— Pi 4 dt — 6 Pi idt. 4.123
[(Enau = s [[(FEra)a-s [ Sran we
n 2 2. no
= Y PQ 5/ > BQidt. (4.124)
- 1 f
N———
=0 pcq points fixes
Maintenant nous pouvons comparer les fonctions a intégrer
. OF.
> pidi—H = —ZPQZ H'+Z 24
i
"\ OF, OF,
=P+ == 4.125
TRt (4.125)
et identifier les facteurs des variables indépendantes, ¢; et PZ-
0
pi = 3-Fa(g, Byit) = pile, By t)
qi
0
@ = 35 =5 F2(q5, Py, t) = Qi(g;, Pj, 1) (4.126)
oF,
H = H+-—=
M7

Ici encore les variables dépendantes apparaissent exprimées en fonction des variables in-

dépendantes. Comparant les expressions pour p; et @, le test du caractére d’une transforma-
tion de type F5 est

b0 (9B _ P
8Pj N 8PJ (f“)qz- N é)qiﬁPj
0, _ 0 (9B _ O°F
8qi o 8qi BPJ o aqian
donc 5 90
pi j
op, = a4, (4.127)
On peut vérifier alors que
{Q“Q]}:O:{PZ,P]} et {Qiypj}:(sij' (4128)
(g;,Qj,1) pi(q;,Qj,t)
(9,Qj,t) = Piq;,Qj:1) (4.129)

De la méme fagon, on trouve

Var. ind.  Générateurs Eqs. de laTC.
7, Qi | F1(qi,Qs,1) piZ%—gj i:_% H =H+24 gg@, = aqi
qiapi (unzvt) pZ:%_le Ql—gl}} H = H+6F2 3_11;:—88_%
P @ | B, Qut) |a=-25 |[R=-8 | =H+%| 3i=0%
pi, B | Fulpi, Pit) |ai=—-%52 | Q=382 | H'=H+%2 %} —g—;i,;

_|

Remarque 4.3

Les fonctions Fi(q;, Q;,t), Fa(q;, P;,t) etc..., ne générent pas des transformations dif-
férentes mais sont simplement des facons différentes de générer une transformation don-

v Remarque v |

née. Evidemment, deux fonctions F; différentes par exemple vont en général générer des
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transformations différentes.

— 0

Quelques transformations canoniques particulieres

1. Transformation identité:
La transformation canonique F; ayant la forme

Fy(q, P) = Z%’Pi (4.130)
donne Z
L
Pk = Z—q;f = By
Qr = g—]]ji =4k
F:
H = H+ % =H

Ici F5 correspond donc a la transformation identité.

2. Transformations ponctuelles
Une transformation canonique de la forme

Fy(q,P)=>_ fi(g,)P; @.131)
implique
aFQ fl(qa t)
P qr 21: Oqr
_ 0Fy

géneére des nouvelles coordonnées (), qui ne dépendent pas des moments. Une telle trans-
formation est dite ponctuelle. On note que les f; étant arbitraires, toute transformation
ponctuelle est alors canonique!

3. Echange coordonnée-moment
La transformation de type F; ayant la forme

k= Z%‘Qi (4.132)
meéne aux relations ’
OF;
P = W; =Qk
OF;
b, = —w; = —qk
H = H

correspondant a un échange entre coordonnée généralisée et moment. Comme on le con-
state, la notion de coordonnée spatiale et quantité de mouvement se confonde en mé-
canique hamiltonienne puisque elles peuvent étre tout aussi assignées a la coordonnée ou
au moment généralisé.
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Figure 4.2 A
Passage aux coordonnées cartésiennes en deux

dimensions, z et y aux coordonnées polaires, r, ¢.

84
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Quelques exemples
|

a) Fréquemment on cherche a effectuer une transformation de coordonnées, ¢’est-a-dire

on connait les fonctions

Qi = Qi(g;,t), 4,7=12,...,n (4.133)
toujours inversibles en

qi :qi(Qjat)a i,j=1,2,..,n. (4134)
En général il n’est alors pas possible de poser a priori les équations de transformation des
moments, on doit s’assurer que ces derniers seront des moments canoniques généralisés.
Une fagon « simple » de procéder est par le biais d’une transformation de type Fz(q;, P;, t)
définie comme

Fy(qi, Pi,t) = ZQ j,t) (4.135)
Dans ce cas, les équations canoniques de transformation seront
Qi = ZF 2 — Qi(g;,t):  tel que désiré (4.136)
et
2: QQM) Ppi(Pj, g, 1)- (4.137)
Ces n derniéres équatlons peuvent S 1nverser en
P; = P;(q;,pj,t) (4.138)

complétant ainsi I’opération et garantissant que les P; ainsi définis seront canoniques.

Vovons un exemple simple (voir figure 4.2), celui du passage aux coordonnées cartésiennes en deux

—#

Icig; = (z,y) et Q; = (r,¢) aveci = 1,2. Deplus, p; = (pz, py) et P; = (P, P,).Nous
savons que

@ Exemple 4.5
T i i . - i
14 T dimensions, x et y aux coordonnées polaires, r, ..

g1 = =TCoSp Qr=r P1 = Pz
. dutype ¢; = ¢;(Q;) et 4.139
2 =y =7sing Q=¢ } e i = 4:(Qs) { p=p, &
donc
ro= @4y = Q1= (¢ +a)? (4.140)
¢ = tan! (2) = Oy = tan ! <@> . (4.141)
T q1
Nous écrivons la fonction F5(g;, P;) = Fa(z,y, Pr, P,)
1

= Fy(z,y, P, P,) = (2 + yQ)%PT +tan™! (%) Pe.

Les lois canoniques d’une transformation F5 sont

_ o5
Pz = o
x y
p— P
(22 +y2)2 (22 +y%)" %
= cospP,— 22p, (4.142)
T
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. P
Yy ay
Y x
= P+ P,
@)t @)
= sinpP, +-2%p, (4.143)
r
d’ou on obtient facilement
p = Dty TP (4.144)
(@2 +y?)2  r]
P«p = TPy — YPx = (I‘ X p)z =1, (4.145)
ou (r X p), = composante z du moment angulaire. Supposons de plus que nous ayons
Lo 2
T= %(pm +p,) et V(z,y) (4.146)
alors on calcule facilement
L, P
T= %(PT + r_Q) et V(r, o) (4.147)

que I’on sait déja étre le bon résultat.

— ¥V Exercicev |

Exercice 4.3
Calculez les {Q;, P;} pour vérifier que les nouvelles variables sont canoniques.

—®
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@ Exemple 4.6

86

Quelques exemples illustrateurs sur 1’oscillateur harmonique dont I’hamiltonien (1 dimension) est

2 2
_ Pz mw 2
H= o + 5 L (4.148)
Tentons de passer des variables canoniques x et p,, a de nouvelles, notées g et p par
r = L g = q=+mwzx (4.149)
V mw
1
P = mwp =— p= \/ﬁpm’ (4.150)
On vérifie que
dq Op  0Oq 9p
= —0 = 4.151
1
= —=-0-0=1 4.152
Vmw — ( )

ce qui est correct et de toute évidence {q,q} = {p,p} = 0, donc la transformation est
canonique et H devient H’ :

oF

!
H' =H+ 5 =H (4.153)
H'(q,p) = 50+ ). (4.154)
La solution est triviale
/ /
qg= oH =wp et p= 78H = —wq (4.155)
op dq
alors
j=wp=—w?q (4.156)
d’ou
q(t) = Asin(wt + 0) (4.157)
donc
2(t) = V/mwAsin(wt + ). (4.158)
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@ Exemple 4.7

Au lieu de cette transformation, essayons plutot de passer de (z, p.) a (¢, p) définis par

T =1/ 22q et pr =V2mp (4.159)
mw
ou
o [mw? _ Pa
q= 5 & et p= T (4.160)
Nous passons alors de H & H' défini par %—f =0= H' =H)
H'(g,p) = H(x(q),pz(p))
_ 1 2 2 + 2 2 2
T 2m mp 2 mw? q
= p’+¢° (4.161)
La solution est triviale
OH' OH'
= = 2 ) — — = —2 4.162
1= 3 D, P 9 q ( )
donc
Gg=2p=—4q (4.163)
donc
q(t) = Asin(2t + 6). (4.164)

On s’attend a ce que ¢(t) = N sin(wt 4 J) ol w # 2 en général, donc ce résultat est faux. La
raison est que la transformation faite ici, méme si elle semble trés simple, n’est pas canonique.
En effet on vérifie que

R
©Pr = B Ops  Opy Ox
mw? 1 w
_ , _0.0=% 21 4.165
2 \V2m 2# ( )

sauf pour le cas particulier w = 2.

Chapitre 4
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@ Exemple 4.8

Reprenons I’hamiltonien H'(g, p) correctement obtenu précédemment
1
= H'(q,p) = 50" +¢°) (4.166)
et considérons une T.C. additionnelle définie par

Q:%(qu) P:%(q—ip) (4.167)

—

On inverse facilement la T.C
Q—1iP ~ i(Q+1iP)

= , = 4.168
q 7 p 7 (4.168)
Méme si la transformation est complexe on vérifie facilement que
0QoP 0Q 0P
P} = —/— ———
1 1 i i
V2 V2 V2 V2
1 1
= —-4+-=1. 4.169
513 ( )
Trivialement le nouveau H', noté ici H est
H{(Q,P) =—iQP (4.170)
Les équations du mouvement seront
. H/ . H/
Q= %Pl =—iwQ, P= —%Ql = +iwP 4.171)
donc _ _
Q) = ae™™'  P(t) = be'". (4.172)
Ainsi

q(t) = 75 (4.173)

On note que de par les définitions méme de @ et P, P = iQ*. Mais P serait donc une
fonction de @Q* alors que P et Q devraient étre indépendants? En fait, ¢’est le cas puisqu’ils
sont complexes et impliquent donc deux degrés de liberté, un réel et un imaginaire. D’ailleurs
une relation ne suffit pas a déterminer P en fonction de Q*. En utilisant P = Q™ on obtient

bet =ia*e® = b=ia" (4.174)
et ot ot
ae—’LUJ + a*elw
)= —————. 4.175
q(t) 7 (4.175)
Mais A est une constante (complexe) que I’on peut écrire
a=lale® = a*=lale (4.176)

ce qui donne

|a| eiAefit 4 |a‘ efiAeit

t) = 4.177

q(t) 7 (4.177)
—i(wt—A) +i(wt—A)

= V2a| S ;6 (4.178)

= V2]a|cos(wt — A) = V2 a| sin(wt — A + g) (4.179)

qui est une bonne solution. Cette fagon de faire peut sembler étrange mais en plus de
mélanger coordonnées et moments, elle trouve une application en mécanique quantique.
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Interprétation géometrique des crochets de Poissons %

Rappelons que le théoréme de Noether établit un lien entre symétries et invariants et four-
nit une méthode permettant de calculer I’invariant associé a un changement de variable donné.
En fait, ce lien entre invariants et propriétés de symétrie s’avére une propriété géométrique
de I’espace des phases.

Générateurs de transformations canoniques infinitésimales
w

Une opération de symétrie implique par un changement de variables (par transformations
canoniques ici). Posons f(g,p,t) une fonction quelconque définie sur I’espace des phases.
En effectuant a une transformation infinitésimale des variables ne dépendant pas explicite-
ment du temps, la fonction s’en trouve modifiée par

of = f(ai + 6qi,pi + 0pi,t) — f(4i, pis t)
ou les dg; et dp; ne sont pas des variations au sens du calcul variationnel mais des modifica-

tions élémentaires. Dans le cas ou le changement de variables infinitésimal est canonique, on
peut écrire

Qi = qi+dg
P, = p;+dp;.

Cette transformation est donc trés proche de la transformation identité engendrée par F»(q, P) =
>, ¢;P;. On peut donc construire une transformation infinitésimale comme suit

F(q,P)=> ¢Pi+¢G (4.180)
i
ou € est un paramétre infinitésimal et G une fonction encore inconnue. Cependant, en im-
posant que F soit canonique et du type F3, on exige la forme F' = F — P(Q). Rappelons que
seules les transformations de jauge de L en L’ préservent les équations d’Euler-Lagrange

d
L(qi,di,t) :LI(Qi,(ii;t)‘F%F/(%t) (4.181)
ou dF
ipi —H = P —H' + 4.182
qu ZQ = (4.182)

quelles que soient les Varlatlons des P; et des q; -Alors

Y dpi—H = ZQZPZ H’+—< ZPQ) (4.183)
= —ZPQl H' + (4.184)

- _ZPQZ H’—&-quP—qulP—l—e— (4.185)

= —ZPZQi —H’+Zq¢P¢+Zqi ) (4.186)
oG . G .
+e (Z gt i a—PiPi> (4.187)
Par identification, on obtient ainsi les relations
oF oG
g = — =P +e—
b 9qi * D4
0 - or . oG
T R T
H = H
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Donc le changement de variable est

oG
op; = Pi—pi=—€e—
D p 68(]@‘

oG oG
dq; = Qi_%‘—eapi —Gapi

On voit qu’une fonction F'(q, p), dépendant des anciennes variables, suffit pour engendrer
une transformation canonique infinitésimale d’ordre €. Au premier ordre en €, on a

_ of 5. 9f 5
= i 9q; dq; Op; op;

dq; Op;  Opi g
= f,G}

Le crochet de Poisson { f, G} a donc une signification précise: ¢ f correspond a la modi-
fication de f lors d’un changement infinitésimal de coordonnées canoniques, engendrée par
la fonction génératrice GG. Cette transformation infinitésimale est caractérisée par un unique
parametre € .

of 0G  df oG
= EZ—

Relation avec les invariants d’'un systeme

|
Posons une transformation canonique quelconque F' (ne dépendant pas explicitement du
temps). Si
{H,F} =0 (4.188)
alors puisque
dF oF
- = (H P\ 4+
dt U, F) + ot
= 0

et F' est une constante du mouvement. Mais en utilisant le résultat précédent, on voit que
0H =€¢{H,F} =0,

c’est-a-dire, la transformation canonique F’ laisse H invariant.

o Théoréme:

Les constantes du mouvement d’un systéme autonome sont les fonctions génératrices des
transformations canoniques infinitésimales qui laissent H invariant.

Ce que nous savions déja grace a Lagrange apparait ici comme un cas particulier d’un
ensemble trés vaste de transformations canoniques possibles.

@ Exemple 4.9
Translation dans le temps: Rappelons que I’hamiltonien H d’un systéme est invariant si ce dernier
est symétrique par translation dans le temps.

Puisque % = 0, on peut identifier F' = H et on remarque que
P _68H — o
pi = B = €pi
OH
) A = € =€ ‘i
q Opi q

ou on a utilisé les équations canoniques. Cette derniére relation permet d’identifier ¢ = dt. On en
déduit que I’hamiltonien d’un systéme est bien le générateur d’une translation infinitésimale dans
le temps, faisant passer celui-ci de I’instant ¢ a I’instant ¢ + dt . En conséquence, le mouvement
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d’un systéme entre deux instants ¢1 et ¢> peut étre décrit par une succession de transformations

canoniques infinitésimales dont le générateur est H .

@ Exemple 4.10

Translation d’un g;: De plus nous savons que si une variable g est cyclique, alors le moment
conjugué p; est un invariant ou autrement dit une constante du mouvement (ou intégrale premiére).
Cette fois-ci définissons F' = py, puisque

dpk o o 8pk
soit
{H,px}=0
et dpr, = 0.0n obtient
Opr
opi = — =0
P € dq;
6qi 621;: = €dik

Donc le générateur d’une translation dans la direction gx d’une quantité € est simplement 1I’impulsion
pr. De la méme facon, on peut démontrer que le générateur du mouvement de rotation du systéme

est le moment cinétique.

4.7 La méthode de Hamilton-Jacobi

—

Lobjectif
H

Les transformations canoniques ont pour but de simplifier les problémes. L’une d’entre
elles est tellement systématique qu’elle porte un nom, 1’équation de Hamilton-Jacobi.

Soit un hamiltonien H(g;,p;) dépendant de 2n variables canoniques, les (g;,p;), i =
1,2...n. Nous savons que nous pouvons passer a un nouvel ensemble de variables canon-
iques, les (Q;, P;) également au nombre de 2n et dont sera fonction un nouvel hamiltonien
H'(Q;, P;). Par ailleurs nous savons que le systéme compte 2n constantes du mouvement.
Le but de la méthode est d’opérer une T.C. telle que les (Q;, P;) soient précisément 2n con-
stantes du mouvement. Si tel est le cas, alors

. OH'
Q; = 3P — 0 <= @; = B, = constantes (4.189)
. OH'
P, = - 90, =0 <= P, = a; = constantes (4.190)
d’ou nous tirons la solution donnée directement par les équations de transformation

a = ¢(Qj Pjt) (4.191)

pi = pi(Qj,Pj,t) (4.193)

= pi(Bj,,t) (4.194)

ce qui trivialise au maximum les équations du mouvement dans la cadre Q;, P; et H' (Q;, ;).
Pour y arriver nous chercherons la fonction génératrice, ici choisie de type Fa(g;, P;, t)
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donc du type F5(g;, a;, ), que nous noterons de fagon standard S(g;, a;, t), telle que

H'(Qs, Pi, t) =H(qi,pi,t)+% =0. (4.195)

De cette fagon, H' = 0 nous assure que les équations (4.189-4.190) seront satisfaites.

Lapproche
N

La T.C. est de type F5 et donc
oS

B 9q;
Le but recherché est H + % = H' = 0, ce sera notre équation fondamentale aprés rem-
placement des p; dans H

i (4.196)

H (i, ﬁ,t) i 98(¢i, @iy t)

8qi ot
C’est I’équation de Hamilton-Jacobi, une équation différentielle pour S. Cette équation dif-
férentielle du 1" ordre en n variables nécessitera n constantes d’intégration qui sont pré-
cisément les constantes a;. Une fois solutionnée, ¢’est-a-dire une fois que I’on connait S, il

ne reste qu’a opérer les T.C.

=0. (4.197)

05(q;, a4, t
Pi = % :pi(qjaaj7t) (4198)
qi
et
98 08(¢j, 2y, )
@ = TR T T o
= Qi(QJaajat) :Bz (4.199)
Ces n équations peuvent s’inverser en
q; = q; (aj, /8]', t) (4200)
ce qui est la solution! Si on veut les p;, on remplace dans les résultats de la T.C. pour
pi = pi(gi,ai,t) = pi(g;(ow, By, t), s, t)
= pi(au, B, ). (4.201)
Une simplification importante apparait lorsque %—i] = 0. Dans ce cas, par séparation de
variables, on peut écrire (puisque alors H est une constante donc de H +% =0= S xt)
S(qi, (7% t) = W(qi, Oéi) — Oélt (4202)

ou on identifie I’un des «, soit ici a; comme la valeur numérique (constante)de H : H = «;.
Comme

oS ow
94 9qi
I’équation de Hamilton-Jacobi devient simplement
ow
(g Er ) — a1 ( )

C’est I’équation caractéristique de Hamilton-Jacobi pour la fonction W (g;, a;). La simplifi-
cation peut aller plus loin. En effet, toujours par séparation de variables on constate que si
une coordonnée, disons g pour k fixé, est cyclique, elle n’apparait pas dans H et p; est alors
une constante qui peut étre utilisé comme . Dans ce cas on peut écrire la dépendance en
W sur g simplement comme

W ~ arqr = pi, = ﬁ = 8_W = oy, : constante (4.205)
Oqx  Ogy
et de fagon générale W s’écrira
cycliques
W(qi, i) = Z argr + W'(gj, o)) (4.206)
k
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ou les g cycliques n’apparaissent pas dans .

Une seconde approches

Rappelons que la méthode de Hamilton-Jacobi présenté plus haut, consiste a rechercher
une “bonne” transformation canonique (¢;,p;) — (Qi, FP;). Dans ce cas particulier, la
transformation canonique méne a un nouvel hamiltonien nul H'(Q;, P;) = 0. Il en résulte
I’équation d’Hamilton-Jacobi et des nouvelles variables canoniques (Q;, P;) = (8;, o) qui
sont des constantes du mouvement:

. OH'
Q: = P 0 < Q,; = B; = constantes
. OH'
P, ~3 0 = 0 <= P, = a; = constantes
H/<Qi7 Pl) =0

Cet objectif d’obtenir des nouvelles variables canoniques qui correspondent a des constantes
du mouvement n’est pas en soi une nécessité. Dans le cas ou le systéme est conservatif; il est
possible de définir des variables canoniques particuliérement appropriées. Ce choix est par-
ticuliérement intéressant pour un mouvement périodique puisqu’un tel mouvement implique
que le systéme est invariant par translation dans le temps, c’est-a-dire que 1’hamiltonien H
est une constante du mouvement.

La méthode de Hamilton-Jacobi peut servir ici a déterminer la transformation canonique
appropriée. Pour un mouvement périodique par exemple, il est plus approprié de parler de
fréquence ou période constante et donc un choix plus judicieux serait une variable Q);

!

i
ou w; sont des constantes du mouvement, puisque toutes les (); sont cycliques et H ne dépend
pas explicitement du temps

= w; (4.207)

H' = H(P;) = constante.
On demande de plus que les nouveaux moments soient comme précédemment des invariants,
alors
oH'

ST

0

On trouve alors
Qi(t) =v;(t) =wit + 5; (dépendance linéaire)
P, = «; = constantes (208)
Pour y arriver nous chercherons la fonction génératrice, ici choisie de type Fx(g;, P;,t)
donc du type F5(g;, i, t), que nous noterons de fagon standard S(g;, a;, t), telle que
H'(Qi, P;) = H(qi,pi) + W
Puisque H = H’ est une constante, on peut écrire
S(qi, iy t) = Wigs, o) (4.210)
ou on identifie I’un des «, soit ici cr; comme la valeur numérique (constante) de H = H' =
Q1.

= constante. (4.209)

Comme 95 P
. . o O 04
I’équation de Hamilton-Jacobi devient simplement
ow
H(qi;?) — =0. (4212)
et on trouve

Qi Do

7;(t) = wit + B,
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Notons que le choix de transformation canonique ainsi que 1’équation de Hamilton-Jacobi
différent. Dans ce dernier cas, on cherche a trouver les variables canoniques @; et P; qui sont
des constantes du mouvement alors qu’ici le but est d’associer (); = w; et P; aux invariants.

H H(g;,p;5t) H(q;,pi) H(q;,pi)

Q; B,; = const. B3; = const. v: (&) = wit + B,

P; «; = const. «; = const. «; = const.
HI(QNPZ) 0 H(qivda_?i/):al H(Qw%) = a1

Qi Qz:%g:Z 0 QF%’;; =0 Q=% = w;

i piZBS(lg(;?i,t) pizawgi,ai) izawgzi,al)

Qi Q=2 g | Q="M g | Q=T 4 4 6,
éq, de H-J H(Qi)é?_(ivt)'i_%zo H(qia%)_a1:0 H(qp%_?i/)_alz

11 va de soi que les deux approches sont valables pour un systéme conservatif.

Quelques exemples
@ Exemple 4.11
INlustrons la méthode par un exemple simple, soit un probléme physique décrit par
He @202 102) + " @2 1 ). (4.213)
2m " Y z 2
Ici, H ne dépend pas du temps, donc on peut écrire
S((Zi, Ay t) = S($, Y, 2, &, t) =—a1t+ W(ZL', Y, %, ai)' (4214)
De plus, z est une variable cyclique et nous pouvons écrire
W(z,y, 2, 0:) = aoz + W' (z,y, as). (4.215)
Nous aurons donc o oW
= ——, = , P: = Qo. 4.21
Pe="g, 1 Pu=po =02 (4.216)
L’équation caractéristique de H.-J. sera, de
g, Yy —ar =0 4.217)
) an
1 3W’ 2 1 GW/ 2 (65 mw 2 2
— — | —=— —= 4+ — -1 = 4.21
2m<8m)+2m(8y>+2m+ 2(a:+y) a ( )

C’est une équation différentielle (non linéaire). Cependant la forme relativement simple

de I’équation permet d’espérer qu’une séparation de variables

W' =Wo(z)+Wy(y) = S5 aiy (4.219)
By dy
donnera des résultats. On obtient en effet alors, regroupant
1 (dW,\>  mw? 5 1 [dW, > mw? 5 a3
— (== —_— — | = _— —= —a; =0. 4.220
2m<dm)+2 2m(dy>+2y+2m o ( )

constante constante
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Les deux premiers termes contiennent toute et seulement la dépendance en z, leur somme
doit donc étre égale & une constante que nous appellerons «3. Ceci nous laisse

1 (dW,\?  mw? 9 9
— + = 4.221
2m ( dx > 2 3 ( )
2
1 [dw, mw? , a3

— + +a5+——a; =0. 4.222
2m ( dy > 2 Y 57 om ! ( )
Ainsi donc les deux termes en y sont aussi égaux a une constante mais ici il n’est pas néces-
saire d’en introduire une nouvelle. Nous aurons donc trois constantes «; = (o, g, a3)

qui représentent les trois nouveaux moments, P;, ce qui est correct puisque nous avons trois
degrés de liberté. Isolant les dérivés ci-dessus nous obtenons

W _ 2ma? — m2w?z? (4.223)
dx
dw,
_dyy = \/Qmal —2ma3 — o — m2w?y? (4.224)
ou
W, = /\/Qmoz% — m2w?x2dx (4.225)
W, = / \/Qmal —2ma3 — o — mPw?y3dy. (4.226)

Souvent il n’est pas nécessaire de faire ces intégrales puisque nous n’avons pas besoin de W
en soi. Ici, S s’écrira donc

S = —alt—i—agz—l—/\/?ma%—m2w2x2das

Jr/ \/Qmal —2ma3 — ad — m2w?y?dy (4.227)

Maintenant, il reste a appliquer les régles de transformation pour une T.C. de type F» c’est-
a-dire ou nous savons que

F
Q; = ng = f3, : constante (4.228)
ce que se lira ici, avec ay; et §; constantes
oS
iy 4.229
Bi = 5o (4.229)

Explicitement nous aurons donc

By = 95 _ 2ma / do
’ Oas ’ V2ma3 — mPw?az?

d
—9mas Y (4.230)
V2may — 2ma? — a3 — m2w?y?
oS d
ﬁ2=—=z—a2/ Y 4.231)
daz V2maq — 2mad — o} — m2w?y?
oS dy
5 :_:_Hm/ 4232
' 0oy V2may — 2ma? — a3 — m2w?y? ( )
Si on intégre les équations pour 35 et 5, nous obtiendrons deux expressions du type
f(x7y7a17a27a37ﬁ3) =0 (4233)
g(yvzaa1;a23a37ﬁ2) = 0. (4234)

Comme nous avons 3 dimensions, ces deux équations satisfaites simultanément nous laissent
un espace a une dimension : la trajectoire, exprimée en termes de z, y et z, sans la dépendance
en temps. En d’autres termes f = 0 et ¢ = 0 laissent une des coordonnées indépendante,
disons y et inversant f et g on peut en principe écrire

r = z(y7ai762553) (4235)
z = 2y, Bq, 03). (4.236)
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La derniére équation, celle en 3, donne y = y(¢, a;, 57)-

C’est de 1a qu’on obtient le développement dans le temps de la trajectoire. Dans un certain
nombre de cas cette dépendance en ¢ n’est pas le but recherché et on peut alors se limiter aux
deux premiéres qui nous donnent la trajectoire uniquement en fonction des coordonnées.
Voyons voir ce que cela donne ici.

20 Tw/m 20
B, = 293 n1 _ 298 ! Y : (4.237)
w azy/2 w 2a; _ 20% o3
mw?  mw?  m2w?
«
=z —2gin? Y 4.238
2
mw \/ 207 2oz3 a22
mw? mw? m2w?
et
1. Y
b1 =—t+ —sin . (4.239)
w 201 204% ag
mw?  mw?  m2w?

Des deux premiéres expressions nous tirons x(y) et z(y) aprés un peu d’algebre élémentaire

2
() = 1 28 gin [ 5 4 g1 J (4.240)
m w 2003 \/2a1 22 o}
mw? mw? m2w?
Qg . 4 Y
P = + —=sin 4.241
W) = o+ L — (4241)
mw?  mw?  m2w?

qui sont les expressions donnant la trajectoire sous la forme z = z(y) et z = z(y). L’équation
en (5, donne

200 203 a3
= — — sin(wt +wpB;) = y(t 4.242
) y] .\/mwg ) mwg mgwg ( + Bl) y( ) ( )
Dans le probléme étudié, il est évident que le mouvement en = et y est harmonique de
fréquence w et le mouvement en z est libre. Clairement la solution y(¢) est de la bonne

forme

y(t) = Yo sin(wt + 0). (4.243)
Remplagant ce résultat dans les solutions z(y) et z(y), nous obtenons
2 as . B3
=,/ 28 t 3 4.244
olt) = S sin [t + (B + 425 (4244
aussi de la forme
x(t) = Xpsin(wt + A) (4.245)
et
a2
= =2t
z Ba + - (t+81)
- 224 <62 + O‘2—B1> (4.246)
m m
de la bonne forme
z=v,t+ 2o (4.247)

ou v, est une vitesse constante. On voit directement ici comment relier les constantes «; et
B; aux conditions initiales du probleme.

L’exemple ci-dessus est simple mais il illustre de fagon claire que pour la premiére fois nous
obtenons la trajectoire sans passer par une équation du mouvement se ramenant a F = ma.
La méthode est appréciée pour son intérét théorique, notamment pour son utilité en optique!
et lorsqu’on cherche la trajectoire sous la forme

r=2z(y), z==z(y) (4.248)
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plutot que sous la forme

x = x(t
= y(t) (4.249)
z = z(t)
@ Exemple 4.12
Probléme avec symétrie sphérique
En coordonnées sphériques (r, 6, ¢), ou
x = rsinfcos¢
= rsinfsing
= zcosf
I’hamiltonien est donné par
2 2
H= ﬁ Py ng‘ffe +V(r,0,9)

Si le potentiel V' peut s’écrire

V(r,0,0) = Vi(r) + 20 | Ve(9)

r2 r2sin? 6
ou Vi.(r), Va(0) et V(o) sont des fonctions arbitraires, alors 1’équation de Hamilton-Jacobi est
complétement séparables. 11 est alors possible d’exprimer 1’action comme

Sk WT(’I’) + Wg(@) + W¢(¢) — Et

ce qui meéne a 1’équation de Hamilton-Jacobi suivante

1 (dw,\? 1 dWe \”

E = — % — || = 2 0

2m<dr) JrV(T)Jr2m7"2 (d@) +2m¥e(6)

1 AW\ >
2mV,
+2m7"2 sin? 4 ( do > +2mVs(9)
Cette équation peut étre séparée et en principe, intégrer de fagon successive. D’abord,
2
(dd—VZ‘P> +2mVi(g) = Cy (4.250)

ou Cy est une constante du mouvement. Le reste de 1’équation ne dépend plus de ¢ et devient

1 [(dw,\? 1 dw\? Cy
Ef—( dr) + Vo(r) + [(%) +2mVp(0)

2m 2mr2 + 2mr2 sin? 0

Par séparation de variable on peut ensuite réduire la dépendance en 6 a 1I’expression

dWe\? Cy
2 0 = 4.251
<d9) +2mVe(0) + S = Co (4.251)
ou Cy est une constante du mouvement. Finalement, 1’équation de Hamilton-Jacobi se réduit
1 /dW.\? Co

En solutionnant les trois équations différentielles ordinaires (4.250). (4.251) et (4.252). on trouve la

solution compléte pour I’action S.
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@Exemple 4.13

Probléme avec symétrie cylindrique elliptique
Considérons le cas ou un probléme posséde une symétrie cylindrique elliptique. Les coordonnées
cylindriques elliptiques sont données par

x = acoshpucosv
y = asinhyusinv
g5 =S g

et ’hamiltonien est donné I’expression
_ P+ Dy P2
2ma? (sinh2 p+sin’v) - 2m
ou les foyers de I’ellipse se situent sur I’axe des x aux points = +a. L’équation d’Hamilton—Jacobi
est alors complétement séparable si le potentiel peut s’écrire sous la forme

Va1V

sinh? p 4 sin® v
ou V. (1), Vi, (v) et V.(2) sont des fonctions arbitraires. Procédant comme dans I’exemple précé-
dent, on écrit ’action

Vip,v,z) =

S = Wu.(u) + WU(V) + Wz(z) — FEt
ce qui meéne a 1’équation de Hamilton-Jacobi

1 (dw.\*
1 AW, \? | (dW,\? 2 2
2ma? (Sinh2u+sin2 l/) |:< du”) + ( v > + 2ma Vu(/‘) + 2ma Vy(l/)
Alors par séparation de variables, on a
1 (dw.\*
2 (@) HIE=C.

Ceci permet d’isoler la dépendance en p et v a

2 2
(dg;”> + (dcll/zy) + 2ma®V,(p) + 2ma’V, (v) = 2mad® (sinh2 1 + sin® v)(E—-Cz)

ou

dp

2
(dW”> + 2ma®V,(p) + 2ma® (C, — E)sinh® u}

+

dv

2
(dWV) + 2ma’V, (v) + 2ma® (C, — E) sin® 1/:|

Par séparation de variables, on obtient deux autres équations différentielles ordinaires

AW, \?
(d—,uu) + 2ma’V,,(u) 4+ 2ma® (C, — E)sinh®* = G,
2
(dc‘;l[jy> +2ma’Vi, (v) + 2ma® (C. — E)sin’v = C, =—C,

ce qui permet en principe de trouver la solution compléte pour S.
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@ Exemple 4.14
Probléme avec symétrie cylindrique paraboligue
Considérons le cas ot un probléme posséde une symétrie cylindrique parabolique. Les coordonnées
cylindriques paraboliques sont données par

x = agT
1/ 9 2
- =
8 = 5
et I’hamiltonien est donné I’expression
2 2 2
He—PetPr Py,

 2m (02 +72)  2m
L’équation d’Hamilton—Jacobi est alors complétement séparable si le potentiel peut s’écrire sous la

forme
Vo (o) + Va(7)

V(o,7,2) = e

+ Va(2)

ou V(o). V.(1) et V.(z) sont des fonctions arbitraires. alors 1’équation de Hamilton-Jacobi est
complétement séparables. 11 est alors possible d’exprimer 1’action comme

S =Ws(o)+ W-(7)+W.(2) — Et
ce qui méne a 1’équation de Hamilton-Jacobi suivante
2 2 2

% (dzz ) +Va(2) 5~ (021 = (d;?’ ) + (dgf) + 2mVs (o) + 2mVy (1)
Alors par séparation de variables, on a
1 (sz
2m \ dz
Le reste de 1’équation ne dépend plus de z et devient

>2+vz(z)zcz

(‘ZZ”Y + (dXTY +2mVo (0) + 2mVe(7) = 2m (0" +7°) (B = Cz)

ou

2
+ (%) +2mV; (1) + 2m7? (C. — E)

2
0= {(dg{;&) +2mV, (o) + 2mo” (C, — E)

Par séparation de variables, on obtient deux autres équations différentielles ordinaires

2
(dzf’) +2mV, (o) +2ma® (Co —E) —= C,
2
(d;/lf) +2mVy (1) +2mr?(C, —E) = Cr,=-C,

ce qui permet en principe de trouver la solution compléte pour S.

—®

4.8 T'(q;, p;) en coordonnées généralisées

Nous avons vu dans le cadre lagrangien que 1’énergie cinétique s’écrit de fagon générale
en fonction des vitesses ¢;:

m ..
T== Z 9ij4id;- (4.253)
i,J
Ainsi les moments généralisés (absence d’interaction dépendant de v) sont
oT
£ T Z gin (4.254)

en utilisant la symétrie g;5x = gr; (espace de Riemann). On peut écrire cette équation de
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fagon matricielle

p=mgq (4.255)
yai g11 g12 *° Gin G
b2 921 922 - Ggon . 5

p= . NNES . ) ) , 4= ) (4.256)
Pn 9ni 9gn2 Inn Qn

1 est 1a matrice

-1
et m est la masse, un simple nombre. Multipliant de la gauche par £— ou g~
inverse de g, ¢’est-a-dire

1

g 'g=gg ' =1 = lamatrice identité (4.257)
on obtient )
%9‘117 =g (4.258)
ou de fagon explicite
1 -1
6= Z (97, s (4.259)
J
Utilisant la notation matricielle on peut écrire
m., .
T = 5ngq (4.260)
et donc en formalisme de Hamilton ou T = T'(p) nous aurons
T
m (1 _ 1 _
T = 3 <—g 1p> g (—g 1p)
m m
T
= 50 (97) 997'p
1 -, _\7T
= — 4.261
5P (971) P (4.261)
ou explicitement
1 _I\T
1 _
= 5= Zpigjilpj (4.262)

(2%
Lorsque g est diagonal, ces opérations sont encore plus simplifiées puisque alors g;; = g;i9;;
et que les opérations de transposition sont sans effet. Par exemple nous avons vu qu’en
coordonnés sphériques, ¢; = (r, 6, ), la métrique

1 0 0
g= 0 r? 0 (4.263)
0 0 r2sin6
Trivialement
1 0 0
g'=10 % 0 (4.264)
0 0 r2 si1r12 2]
donc ici
1 1 1
T = —|1-p24+=p2+——79p?
2m [ et r2Pe * r2 sin? Hpgo
VA Py

2m  2mr?  9mr2sin® 6

ce qui est le bon résultat et est de la forme

1 1
T=o— ;pigij 0ijpj

1 —-1,2
= %Zgiqj b;
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qui est générale pour les cas ou la métrique g est diagonale.

4.9 Interprétation de la fonction S

—

La procédure pour arriver a I’équation d’Hamilton-Jacobi voit apparaitre une fonction
génératrice de transformation canonique et dénotée S. Nous avons déja utilisé ce symbole
pour désigner I’action. Ici, S est défini par

oS
H+ 22 = 42
+ BN 0 (4.265)
ot S = S(gi,a;,t). Nous avons donc, calculant la dérivée totale de S par rapport au
parametre ¢,
ds
E - qi + Z Q; + A,
oS 85
— =+ — 4.266
zi: 9q: % " o (4.266)
puisque &; = 0, et
oS oS
—~— =p, et —=—-H 4.267
o, T ot (4.267)
ds
o =Y piGi-H=1L (4.268)
ou ‘
dS = Ldt (4.269)
ou .
S = / Ldt. (4.270)

La fonction génératrice de H.-J. est donc s1mplement I’action. Formellement intéressant, ce
résultat est cependant pratiquement inutile parce qu’il faut avoir complété la solution du pro-
bléme pour la vérifier.

4.10 Mécanique ondulatoire %%
—

Systéme meécanique et optique géométrique %

Directions de propagation

Surfaces avec p

W= constante

i

Figure 4.3 «»

Surfaces d’action réduite W (q) constante propageant
dans I'espace des configurations.Leur mouvement
est celui des particules situées sur le front d’'onde.
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Pour un systéme conservatif, I’action s’€crit
S(q,t) = W(q) — Et
ou l’action réduite W(q) est indépendante du temps. On peut donc définir des surfaces
d’action réduite W (q) constante et celle-ci occuperont des positions fixes dans ’espace des
configurations. De la méme fagon, une surface définie par S(q, t) = a ot a est une constante
obéit a I’équation suivante
W(q) = S(q,t) + Et =a+ Et

Autrement dit, chaque valeur de ¢ définit une surface d’action réduite W(q) constante et
la succession de ces surfaces apparait comme un déplacement d’une surface dans 1’espace
des configurations. Dans ce sens, on peut considérer ces surfaces comme des fronts d’ondes
se propageant dans 1’espace des configurations et leur mouvement est celui décrit par les
particules qui sont situées sur le front d’onde.

On note par ailleurs que
oS oW

pi = =
dq;  Oq . o
Lorsqu’évaluées a la surface S(q,t) = a, les variables p; pointent donc dans la direction
orthogonale a la surface, ¢’est-a-dire la direction de propagation normale d’un front d’onde.

Ces deux propriétés, propagation des fronts d’onde et trajectoires orthogonales, rappellent
celles de I’optique géométrique. Mais cette analogie est-elle plus qu’accidentelle?
L’optique géométrique est caractérisée par un certain nombre de propriétés:
1. Un front d’onde de lumiére est décrit par une phase constante ¢(r,t) = k - r — wt, ou k
est le vecteur d’onde (k = 27 /)\) et w est la fréquence angulaire.

2. Lorsque la lumiere se déplace dans un milieu inhomogeéne, la vitesse de phase des ondes
u dépend de I’indice de réfraction 7(r) qui a son tour dépend de la position,

ds c

St ()
ou ds étant une distance infinitésimale parcourue par le front d’ondes pendant un temps dt
et c est la vitesse de la lumiére dans le vide. Un tel milieu engendre alors des déformations
du front d’onde puisque chacune de ses parties se propage a une vitesse qui varie selon sa
position.

3. La trajectoire des rayons lumineux est orthogonale au front d’onde. Elle obéit a un
principe de minimisation (du chemin optique L), le principe de Fermat

to T2
5L:5/ cdtzé/ nds =0
t1 x1

entre deux points dans 1’espace des configurations x1 et x5.

Action et phase %%
N

Considérons une particule de masse m dans un potentiel V(¢) . Nous avons vu que les
surfaces
S(q,t) = constante
sont I’équivalent de fronts d’onde. Un front d’onde de lumiére est décrit par une phase
constante p(r,t) = k - r — wt, ou k est le vecteur d’onde (k = 27/A) et w est la fréquence
angulaire. Cela suggeére une correspondance entre action et phase.
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ﬁtesse de phase %%

Lorsque la lumiére se déplace dans un milieu inhomogene, la vitesse de phase des ondes
u dépend de I’indice de réfraction 7(r) qui a son tour dépend de la position,

ds c

U=—=—r
dt  n(r)’

ou ds étant une distance infinitésimale parcourue par le front d’ondes pendant un temps dt

et c est la vitesse de la lumiére dans le vide. Un tel milieu engendre alors des déformations

du front d’onde puisque chacune de ses parties se propage a une vitesse qui varie selon sa

position.

Mais alors, comment peut-on définir une vitesse de phase pour la surface S = constante ?

Considérons la variation dW due a un déplacement ds dans la direction orthogonale a
cette surface ds = dse_ . Cette variation est donnée par le gradient

dW =VW -ds = (VW -e))ds = |[VW|ds
Rappelons que 1’équation de Hamilton-Jacobi pour un systéme en 3D s’écrit
1 (ow\® 1 fow\? 1 [aw)\?
— | = — | =— — | — =F 4.271
2m<8w) +Qm(ay) Jr2m<az)+v (4271)

ou plus simplement

1
%(VW)Q +V=E (4.272)
De plus, pour une surface S constante,
dW = Edt.
Cette surface se déplace donc a la vitesse
ds E E
. [VW| 2m(E —V) (4.273)

En conséquence, la vitesse de phase u n’est pas uniforme puisque V' dépend de la position.
I1'y a aura donc déformation de la surface en général.

Par ailleurs, la vitesse de phase u ne correspond pas a la vitesse v de la particule qui obéit
plut6t a la relation

1
T=F-V= §mv2
ou 1 1
v=—V2T = —\/2(E-V)
. . m m
En prenant le produit des deux vitesses
E
uy = —. (4.274)
m

on retrouve 1’analogue de la relation entre la vitesse de phase u et la vitesse de groupe v pour
une onde

_c
uv = F

L’analogie entre la mécanique et la lumiere dans le vide suggere alors un résultat étonnant
E =mdc. (4.275)

Indice de réfraction d’'un “milieu” mécanique %%

En optique géométrique, on minimise le chemin optique L (principe de Fermat)

SL=16 / nds =0 (4.276)
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alors qu’en mécanique on minimise 1’action

5W:5/\/2m(E7V)ds:0

Le résultat dans le premier cas est 1’équation eikonale, 1’équation fondamentale régissant le
trajet de la lumiére dans un milieu qui permet de démontrer toutes les autres lois, telles que
les lois de Snell-Descartes et de déterminer les trajectoires des rayons lumineux. Dans un
milieu d’indice de réfraction 7, la propagation d’une onde lumineuse est caractérisée par une
longueur de chemin optique L qui obéit a 1’équation eikonale

(VL) =n? (4.277)

En mécanique, c’est I’équation de Hamilton-Jacobi qui détermine la propagation des surfaces
avec S constante

(VW)? =2m(E - V) (4.278)
suggérant un indice de réfraction d’un “milieu” mécanique correspondant 4 7,,.. = /2m(E — V)

Fréquence et longueur d’'onde d’'une particule %
w

Nous avons vu qu’un front d’onde de lumiére est décrit par une phase constante

L
pr,t)=k-r—wt= 271'(ﬁ — vt),
Ao
ou L(r) est le chemin optique, Ao la longueur d’onde dans le vide et v = w/27 est la

fréquence. En mécanique, le “front d’onde” est défini par une action constante
S(q,t) = W(q) — Et = constante.

Associant les termes dépendant de la position et du temps respectivement

p(r,t) = k~r—wt:27r(%z) —uvt)

U (4.279)
S(g,t) = W(q) — Et (4.280)
on voit que W joue le réle du chemin optique a une constante multiplicative prés, que

I’énergie mécanique E doit étre proportionnelle a la fréquence v de I’onde associée. 11 est
donc permis d’interpréter

E=hy (4.281)
ou la constante h est la constante de Planck. De la méme maniére, la longueur d’onde étant
k=2m/A

vt (W) _h_2m
v £y m K

et puisque p = muo pour une particule, on obtient

p:mv:m(ﬂ)zkzﬁ:ﬁk (4.282)
mu U A

On reconnait la relation entre I’impulsion et la longueur d’onde proposée par De Broglie.
En résumé, les équivalents optique-mécanique se lisent donc

Optique géométrique Meécanique

L w
n Mmée. = \/2m(E — V)
Principe de Fermat | Principe de moindre action

Equation d’onde %%

L’optique géométrique ne fournit aucune explication de phénoménes ondulatoires tels que
la diffraction ou les interférences. En fait, elle ne sert que d’approximation a la théorie plus
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fondamentale décrivant les ondes électromagnétiques qu’est 1’électromagnétisme (équations
de Maxwell).

Si il y a plus qu’une simple analogie entre mécanique et optique géométrique, alors on
est en droit de se demander ce que serait I’équivalent des équations de Maxwell et si des
phénomeénes de diffraction ou d’interférence sont possibles en mécanique.

Considérons 1’équation d’onde générale qui découle des équations de Maxwell

(V2= 5= =0 (4.283)
Pour des solutions de type ondes planes

,(/} — ,(/}Oei(kr—wt)
et I’équation d’onde prend la forme

2
(V2 + %)w =0.

Si I’on suppose qu’il existe une équation d’onde plus fondamentale en mécanique qui est
équivalente a celle de I’¢lectromagnétisme, alors il est permis d’introduire une fonction ¥ en
mécanique qui obéit a

2

(v%%)\y = 0
2

2 p

VU Ee = 0

ou on a utilisé u = %, etp = }L—” En multipliant par %
— VU 4+(E-V)¥ = 0
2m
——V'+V |V = EU
2m
HY = FEV
on reconnait la version stationnaire de 1’équation de Schrodinger de la mécanique quantique.
W est la fonction d’onde et H, I’opérateur hamiltonien.

Hamilton lui-méme en 1834 avait remarqué 1’équivalence entre 1’équation de Hamilton-
Jacobi et I’équation eikonale. Bien sir a cette époque, il n’existe pas de résultats expérimen-
taux suggérant des propriétés ondulatoires de la matiére. Ce ne fut que beaucoup plus tard
en 1926, que la nature ondulatoire et 1’équation d’onde furent proposée par De Broglie et

Schrodinger respectivement.

Si on persiste dans 1’analogie et qu’on propose des fonctions d’ondes de la forme
. S(r,t)

U(r,t) = Ppe' 7

alors lorsque substituée dans 1’équation de Schrodinger dépendante du temps

2
(—2ﬁ—V2 + V> U= ma—‘l’
m

ot
on obtient
f%v (WVS) 4V = w%
ﬁ\p (VS)* — %\w%@ +VE = f\p%
ﬁ (VS)? + % +V = %V%‘

Puisqu’on a seulement effectué un changement de variables de ¥(r,¢) a S(r, ), cette équa-
tion reste tout a fait équivalente a I’équation de Schrodinger. Par ailleurs, sous cette forme, on
reconnait I’équation de Hamilton-Jacobi si le membre de droite est nul, ¢’est-a-dire lorsque
on prend la limite classique &~ — 0. (Noter que formellement, la limite classique ne peut
étre simplement décrite par iz — 0 puisque & est dimensionné et donc sa valeur numérique
dépend du choix des unités; elle doit plutdt Etre décrite en fonction d’un rapport de quantités
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physiques qui tend vers z€ro.)

Par ailleurs, £ a été introduit ici sans qu’il n’ait été fait aucune mention de quantification.
Le traitement ne nécessite d’ailleurs pas que I’énergie ou 1’action prennent des valeurs quan-
tifiées. Ce qu’on a plutdt relevé, ¢’est la nature ondulatoire de la matiére avec les phénoménes
qui s’y rattachent (interférences, diffraction,...). La quantification en tant que requiert une hy-
pothése supplémentaire propre a la mécanique quantique de laquelle découle une discrétisa-
tion des valeurs prises par I’action S et I’énergie £ d’une particule.
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4.11 L'espace des phases %

Rappelons que 1’état d’un systéme a un instant ¢ peut étre représenté par un point

x(qla"'aqnuplu"'vpn)

dans un espace a 2n dimensions, appelé I’espace des phases. Mathématiquement, il ne s’agit
pas d’un espace vectoriel mais plutét d’une variété différentiable, une classe d’équivalence
d’atlas. Cet espace des phases est naturellement muni de la forme symplectique w, définie
par

w:ZinAdPi

i
L’espace des phases est un outil omniprésent en physique théorique notamment en physique
statistique. Il est associé a tout un ensemble de propriétés formelles des systémes dynamiques.

Flot hamiltonien %
N

L’évolution temporelle d’un systéme se résume a une version compacte des équations
canoniques

= ( g > = gt (z,t) (4.284)
ou le vecteur
OH
gu={ "%m
oq

désigne le “champ de vitesses” au point . La solution décrit une trajectoire dans 1’espace
des phases. La quantité g, est appelé [ot hamiltonien, par analogie avec la mécanique des
[nides.

Le [ot hamiltonien a une structure de groupe:

1. Il posséde une loi interne,

2. On peut y définir un élément neutre,

3. Chaque ¢lément posseéde un élément inverse,
4. 11 posséde la propriété d’associativité

Un théoréme proposé par Cauchy suggere que:

Théoréme de Cauchy:

Pour des conditions initiales données &y = & (¢t = tg) , la solution %(¢) de I’équation (4.284)

existe et est unique pour un temps ¢ fini.

Intuitivement cela semble logique: si deux trajectoires passent par le méme point x a
un instant donné ¢ = t, elles doivent étre identiques puisque les équations de mouvement
prédisent alors la méme trajectoire pour ¢ > ¢y (ainsi que pour ¢ < tp). Le contraire serait en
contradiction avec I’unicité des solutions. On peut penser toutefois a deux exceptions ot cet
argument ne tient plus:

1. Lorsque la trajectoire contient un ou des points singuliers dans 1’espace des phases.

2. Les trajectoires associées a des temps de parcours infinis. Il est possible que dans cette
limite des trajectoires convergent.

flot hamiltonien

Figure 4.4 a

Flot hamiltonien: Un volume V' quelconque de
I'espace des phases est conservé par le [ot hamil-

tonien g, .
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Incompressibilité du [ot %
H

L’analogie avec la mécanique des [uides ne s’arréte pas la. En effet, on peut démontrer
que le [ot hamiltonien est incompressible.

Conservation du volume %
™

Par incompressibilit¢ du [ot, on entend qu’un volume V' quelconque de I’espace des
phases est conservé par le [ot hamiltonien g%, , ¢’est-a-dire
(il_‘t/ =0 (4.285)
Pour démontrer cette affirmation, considérons un volume V' quelconque dans 1’espace des
phases. Chacun des points contenus dans ce volume a I’instant ¢y suivra une trajectoire
précise dans I’espace ces phases déterminée par les équations canoniques définissant ainsi
I’évolution du volume a tout instant. Le volume peut se déplacer, tourner mais aussi se
déformer, un peu comme un €élément de [nide pris dans un écoulement. S’il y a incompress-
ibilité du [ot, cela signifie que la déformation due au [ot hamiltonien conserve le volume
(écoulement incompressible).

Rappelons que la variation de p et ¢ déterminée par les équations de mouvement peut tre
considérée comme une transformation canonique. Donc, si le volume V' ne change pas en
fonction du temps, c’est qu’il doit étre un invariant canonique.

Pour un espace des phases a 2n dimensions, 1’¢1ément de volume dV est simplement

dV =dqy ...dgndp; . ..dpy,
et le volume V' s’écrit
Vz/.../dql...dqndp1...dpn.

Aprés une transformation canonique, le volume devient

Vo= /.../dQl...dQndPl...dPn

= /.../qul...dqndpl...dpn

ou J est le jacobien correspondant au changement de variables

0Q); OP;

§_ 0@ QP P | T G
) - 35]‘ or;
(qlu"'vqn7p17"'7pn) Bp: Dp:

On peut en particulier réécrire J sous la forme

0(Q1,,Qn, Pr,,Pn)
J— ﬂ _ 9(4q1,-,4n,P1,.. . Pn)
T Jy _0(41,n,01,:00)
a(ql,“,q,,“Pl,..,Pn)
avec
3, = 0(Q1,...,Qn,Pr,...,Pp) _ A(Q1,...,Qn)
8(Q17"'7q7lapla-"7pn) 6(q1a7Q’n)

5, = o @npy P Oy Pa) (4.286)
a(ql,...,qn,Pl,...,Pn) 8(P1,,Pn)
Les derniéres simplifications proviennent du fait que J; et Jo contiennent une matrice en
identité n x n (gEg::::ﬁ:g et gggi:::::g:g respectivement) ce qui permet de réduire le rang du
jacobien.

Le volume est un invariant canonique si V' = V’, ¢’est-a-dire si le jacobien J = 1 pour
toute transformation canonique. Si on choisit comme fonction génératrice de la transforma-
tion canonique F5(g;, P;,t), les variables canoniques doivent obéir a la relation

Op;  0Q;
OF;  g;

alors J = 1, ce qui prouve que un volume V de I’espace des phases est conservé par les
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équations canoniques.

Invariants intégraux de Poincaré % %
w

A part le volume de I’espace des phases, on peut définir d’autres quantités invariantes par
rapport & une transformation canonique. Par exemple, 1’intégration de 1’espace des phases
sur une surface a 2 dimensions S quelconque

I ://Zd%/\dpi

est un invariant canonique. En effet, posant deux coordonnées u et v indépendantes qui per-
mettent de déterminer tous les points de la surface S alors, on peut effectuer les changements
de variables suivants

q = qi(u7 ’U) pi = pi(uv ’U)
Qk = Qk(u,v) Pk = Pk(u, ’U)
pour tous les indices ¢ et k. Ici on s’intéresse au cas ou les variables (Q, P) sont reliées aux
(¢, p) par une transformation canonique. Il n’y a invariance canonique de 7 que si

Ilz//qui/\dpi://ZJi(dudv
i k
I{://ZkoAde://ZJ{(dudv
k k
ZJiZZk:JL

est égal a

c’est-a-dire si

avec les jacobiens J; = % etJ) = 78(6%’; ’5)’“). Utilisant la fonction génératrice F(q, P, t)
et les propriétés du jacobien, on trouve
9(qi,pi ) )
J — a—((gi,%)) L gE Sk gy 1 0%R
T ) Al 2 9 | T A DR A
gl Ai| gk G| AOR AiORdg
De la méme fagon,
A(Qu.Py)
3 Sam 1| % Rl 9, 1 R
kK~ "Bao) A | 2 by | T A3 T A A ap
a?ék:Pi) Ak BP: WD% Ak 6% Ak aquPk

et donc évident que >, J; =, Jj .
De facon générale, Poincaré a montré que toutes les intégrales de la forme

ISZ//---//qui/\dpi (4.287)

calculées sur une hypersurface S a 2s dimensions sont des invariants canoniques, dans un
espace des phases a 2n dimensions (n > s). En fait, le cas s = n correspond a la conservation
du volume.

Densité d’états et théoréme de Liouville %%
N

Nous avons vu qu’il y a conservation du volume V' de I’espace des phases par le [ot
hamiltonien g%, , ¢’est-a-dire

av
o 0 (4.288)
Le théoréme de Liouville établit que
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0 Théoréme de Liouville:

Figure 4.5 «»

Espace des phases pour un mouvement périodique.
Deux types sont observés: I'oscillation et la rota-
tion.

110

La densité d’états d’un systéme mécanique au voisinage d’un point de I’espace des phases,
D = dN/dV est aussi conservée pendant 1’évolution du systéme, c¢’est-a-dire

dD
ey} 42
=0 (4.289)

— O

Ici, dN estle nombre d’états contenus dans le volume dV de I’espace des phases. L’élément
de volume dV étant un invariant canonique et le nombre d’états d/V restant également con-
stant pendant I’évolution du systéme (sinon une trajectoire pourrait traverser la surface fron-
tiére définissant le volume dV entrainant que deux conditions initiales différentes donneraient
le méme état), le quotient dN/dV est donc une constante. L’évolution temporelle de la den-
sité d’états s’€crit oD dD

o =~ \DH}={H, D}

Cependant, c’est surtout en physique statistique, ou le nombre de particules N est trés
grand, que ce théoréme prend toute son importance. Ici, la densité d’états est associée a la
densité de particules dans un état donné et a I’équilibre statistique, le nombre de particules

dans un état donné doit étre constant. On obtient %—It) = 0, ¢’est-a-dire
{H,D}=0 (4.290)

11 suffit donc de poser D comme fonction des constantes du mouvement pour assurer 1’équilibre
statistique du systéme. Par exemple, on obtient 1’ensemble microcanonique en choisissant
D = Dyd g, , c’est-a-dire une constante pour une énergie donnée E , nulle sinon.

4.12 Variables angles-actions %

Pour un mouvement périodique ou quasi-périodique, il est possible de définir des vari-
ables canoniques particuliérement appropriées, les variables angles-actions.

Considérons un systéme fermé périodique a 1 degré de liberté. Ce systéme peut mani-
fester deux types de mouvements périodiques:
A A

AV

! /q 'q

oscillation rotation

v

v

1. la libration ou I’oscillation: ¢(t) et p(t) sont alors des fonctions périodiques de méme
fréquence. Dans I’espace des phases, la trajectoire y est décrite par une courbe fermée.
C’est le cas par exemple d’un pendule qui oscille autour du minimum de potentiel.

2. la rotation (ou circulation): ¢(t) n’est pas périodique (dans le sens ¢(t) # Asin(wt + ¢))
mais le systéme est invariant par translation ¢ + ¢o. Le moment conjugué p(t), quant a
lui, reste borné. La trajectoire dans I’espace des phases est ouverte mais gg-périodique.

Pour un systéme a n degrés de liberté, le mouvement sera appelé périodique si la pro-

jection de la trajectoire dans le plan défini par chacun des couples de variables (g;, p;) est
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périodique. On dit d’un systéme qu’il est simplement périodique, si les toutes périodes 7; as-
sociées aux degrés de liberté ¢; sont égales. Autrement, on parle de mouvement multiplement
périodique ou quasi-périodique.

Quoi qu’il en soit, on a affaire a des systémes pour lesquels les valeurs que peuvent pren-
dre g; et p;, ’espace des phases, est borné. Qui plus est, un mouvement périodique implique
que le systéme est invariant par translation dans le temps, c’est-a-dire que 1’hamiltonien H
est une constante du mouvement.

La méthode de Hamilton-Jacobi pouvant servir a déterminer la transformation canonique
appropriée est alors celle définie dans 1’approche 2. Les nouveaux moments vérifient

. OH'
P- = — =
g
et pour un systéme périodique
. OH'
;= = w, (P 4.291
& = Gp =wilP) (4291)
H' = H(P;) = constante. (4.292)

ou w; sont également des invariants, puisque toutes les (J; sont cycliques et H ne dépend pas
explicitement du temps. On trouve alors

Qi(t) = 7;(t) = w;t + B;(dépendance linéaire)
P, = «; = constantes (4.293)

Variables d'angles %
. _

Par ailleurs, on sait que les (); varient linéairement avec le temps. Puisque nous nous
intéressons ici a de systémes (quasi-)périodiques, ne balayant qu’une partie finie (bornée) de
I’espace des phases, cela n’implique que les variables ); qu’il est possible de les ramener a
des variables sont du type “angle” variant de 0 a 27 .

On peut donc dire que les angles Q = v = (v4,...,7,,) résident sur un hypertore de
dimension 7, noté T™ dont les rayons dépendent de P; = «; et donc sont des constantes. Un
hypertore de dimension n peut étre vu comme est le produit tensoriel de n cercles. Autrement
dit, un point quelconque Q sur ce hypertore T™ est caractérisé par n angles (y4,...,7,,) , ou
v, est I’angle sur le cercle ¢ de rayon R;.

& Exemple 4.15
Probléme du pendule (1 dearé de liberté): Figure 4.6 A
Pour le pendule, H = FE est un invariant et le mouvement d’oscillation du pendule décrit une ellipse Hypertore T2.
dans I’espace des phases. On peut alors effectuer le changement de variables (q.p) — (. R) et se
placer en coordonnées polaires ou le rayon R = R(E), directement relié a la valeur de E, est un pendule
invariant et la deuxiéme variable est un angle -y autour de T* qui est un cercle \ , A / oscillation

rotation

Variables d’actions %

| ’
Pour les systémes conservatifs périodiques, nous avons vu que les nouvelles variables Q; !
doivent étre des angles v,, tel que 0 < v, < 27. Si c’est le cas, les moments P; sont des
moments angulaires et les w;, des fréquences angulaires Figure 4.7 a
Py — OH Espace des phases d’'un pendule simple. Deux
Wi( z) ~ 9P, types de mouvements périodiques sont observés:
K3

I'oscillation et la rotation.
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Les variables P; ont des dimensions d’une énergie divisée par une fréquence angulaire, c’est
a dire les dimensions d’un moment cinétique ou de I’action. Il est donc approprié de désigner
P; comme des “variables d’actions” et pour mettre en évidence qu’il s’agit de moments ciné-
tiques, nous les dénoterons par J; = P; dans ce qui suit.

& Exemple 4.16
Systeme a 1 dearé de liberté:

L’espace des phases est de dimension 2 et ce qui nous intéresse, c’est la transformation
canonique qui meéne aux variables canoniques angle-action suivantes

y(it) = wt+p

J(t) = J = constante

L’hamiltonien d’un systéme a 1 degré de liberté prend la forme générale

2
p
H=L2
2erV(q)

Rappelons que pour un systéme périodique, 1’espace des phases est borné. Puisque H est indépen-
dant du temps, H = E I’énergie du systéme et on peut écrire
p(q) = £v2m(E - V(q))

Cette derniére relation définit une aire A dans I’espace des phases dont la forme dépend de F.

(E)://Adqdp

Or, cette aire peut étre calculée en termes des nouvelles variables canonique

//dqdp—// 50 deP

ou le jacobien associé au changement de variable

d(q,p) :‘ o= 2 ‘
9(Q,P) g L2

Mais pour une transformation de type F>

op _ 9Q
OP  0q
si bien que le jacobien est 222 — 1 et on trouve que Iaire est laissée invariante par la transfor-

mation

E)://Adqdp://AdeP

Utilisant le théoréme de Stokes, on peut réécrire

//dqd:D:?{pdq
4 r

ou I' est un contour fermé de I’aire, orienté dans le sens gauche ou indirect. Puisque -y est un angle
qui prend valeur entre 0 et 27 et que J doit étre un invariant, on obtient

2w
A(E)z?{pdqzﬁJd’sz/(; dy =2nJ

1
J= o pdq (4.294)

Autrement dit,

ce qui est la variable d’action

—
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Fonction génératrice %

La méthode de Hamilton-Jacobi passe par une fonction génératrice du type Fz(q;, Pj,t)
qui obéit aux relations suivantes

0
pi = TFz(Qj,Pjat)Zpi(Qjan’t)
qi
8
8F2
H = H+—=
t o

Le choix particulier des variables canoniques angles-actions correspond a prendre pour fonc-
tion génératrice I’action réduite

Falay. Pyot) = Wiy, P3) = [ > o o) (4.296)

On s’intéresse encore une fois au cas ou H est conservé et ; = v, et P, = J; . Avec cette
notation, on obtient

0
P = an W(qj, J;) = pi(g;, J;)

0
YN = 37 Wiq;, J;) = vilas, J;) (4.297)
H = H+78W(gi"]j):ﬂ

Pour un systéme périodique,

Y3(t) = wit + B;
ou T; = 27w /w;(Jx) est I'une des périodes du systéme, le changement d’angle ~, entre ¢ et
t + T; est simplement

Yi(t+Ti) — () =27
mais selon (4.297) et (4.296)
oW (g5, J;) ~ OW(g), Jj)
0J; T 0J;

9 (/Qi(t"rTi) Z >
= == Prdq
i \ Jait) :

0 0
= a_JZ %gpkqu = aJZ (2771]1)
I;

ce qui démontre que W (qg;, J;) est bien la fonction génératrice de notre transformation canon-
ique.

=27
t

Vit +T) —v(t) =

Si ’on veut exprimer les variables angles-actions en fonction des anciennes variables
(gi, pi) , il “suffit” de remplacer les invariants par leur expression en fonction des (g;, p;)-

@ Exemple 4.17
Retour au systéeme a 1 dearé de liberté:
Si on remplace E par ’expression en fonction des anciennes variables (q;,p;). ¢’est-a-dire £ =
H(q, p), alors on peut exprimer les variables angles-actions en fonction de (g;, p;)

J J(E) = J(H(q,p)) = J(q,p) (4.298)
7(t) w(N)t+ B8 =w(g,p)t + B (4.299)
L’exercice inverse n’est pas toujours aussi évident mais plusieurs méthodes sont disponibles:

(1) Inverser si ¢’est possible les relations (4.298) et (4.299),
(2) Si I’on connait W(q, E) et en inversant J = J(E), alors on peut calculer v = ~(q,J) =
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M%ﬁl. Aprés inversion, on aura ¢ = g(+y, J). Puis sachant que p = p(q, E)
p=plq, E) =p(a(v, J), E(J)) = p(7,J)

(3) Les équations canoniques donnent

t q
y—06 = wt:w/ dtzw/ @
0 w0 4
7 d
- w(J)/ &
w (%)

op

Aprés évaluation de D’intégrale, on obtient une expression v = ~(g,.J). On procéde comme
précédemment, c’est-a-dire par inversion pour obtenir ¢ = g(-y, J) par substitution pour p = p(v, J)

— &
4.13 Systemes intégrables %

Théoréme d’Arnold-Liouville v %%
N

L’acces a des ordinateurs plus puissants permet maintenant de résoudre les équations du
mouvement de nombreux systémes, une fois posées des conditions initiales particuliéres.
Bien qu’utile, cette approche ne nous donne pas de renseignements sur I’ensemble des com-
portements possibles du systéme et ne permet pas d’identifier des comportements ou des
quantités particuliers (ex: région de stabilité, période d’un systéme,...); il faudrait pour y ar-
river répéter ces calculs en modifiant les conditions initiales un nombre indéfini de fois. De
plus, certains systémes démontrent une extréme sensibilité aux conditions initiales, les sys-
témes chaotiques (ex : probleme a N > 2 corps), pour lesquels 1I’approche numérique devient
déficiente. Pour toutes ces raisons, il est souvent utile de considérer une approche analytique
du systeme. Or, il existe une classe de systéme ou une approche analytique compléte est
possible, les systémes intégrables.

Lorsqu’il est possible de déterminer complétement les trajectoires d’un systéme dans son
espace des phases, ce systéme est dit intégrable.

o Théoréme d’Arnold-Liouville (1963):
Un systéme mécanique a n degrés de liberté est intégrable s’il posséde les trois propriétés
suivantes:
1. Il existe n intégrales premiéres (ou constantes du mouvement) /; ;

2. Elles sont indépendantes;

3. Elles sont en involution.

— 0

La premiére propriété requiert I’identification des n constantes du mouvement d’un sys-
téme ou de fagon équivalente, de trouver les n symétries du systéme. Cette approche peut
faire appel aux propriétés d’invariance liées a 1’espace-temps, aux crochets de Poisson ou
simplement a I’intuition physique. Si le systéme est fermé, alors on peut identifier H = I3
comme un invariant. Alors, /; est une intégrale premiére ou une constante du mouvement si

{Ii,H}y ={l;; 1} =0 (4.300)

La seconde propriété implique I’indépendance de ces invariants: 1’espace formé par I’intersection
des surfaces I; = C'te doit étre de dimension n puisqu’il y a n degré de liberté. Combiné a
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la premiére propriété, cela établit & n — 1 relations sur I’ensemble des I; (le cas i = 1 est
trivial).

La troisieéme propriété exige que les intégrales premiéres soient en involution, ¢’est-a-dire
que leurs crochets de Poisson vérifient :

{I;,I;}=0 pourl <i,j<n
Autrement dit chacune des I; reste constante pendant 1’évolution du systéme par rapport a la
quantité I;, c’est-a-dire le long du [ot gﬁj. Cela généralise (4.300) pour totaliser n(n — 1)/2
relations. Pour n = 2, la condition d’involution est équivalente a celle d’indépendance.
Une conséquence immédiate de ce théoréme est que tout systeme conservatif a 1 degré
de liberté est intégrable. Les systémes intégrables possédant plus d’un degré de liberté sont
I’exception plutot que la régle.

Variables angles-actions %% %

Pour des systémes intégrables, le mouvement est souvent périodique ou quasi-périodique.
Dans ce cas, les variables angles-actions sont particulierement appropriées.

Dans le cas d’un systéme intégrable a n degrés de liberté, on dispose de n invariants I,
indépendants (théoréme de Arnold-Liouville). Or, la méthode de Hamilton-Jacobi peut servir

ici a déterminer la transformation canonique appropriée. Si on écrit les nouveaux moments
en terme des invariants tel que P; = P;(I}), alors

. OH'
P=——+-=0
9Q;
De plus, pour un systéme périodique
. OH'

R — = w, (P 4.301
QG = Fp =wilP) (4.301)
H' = H(P;) = constante. (4.302)

ou w; sont également des invariants, puisque toutes les (Q; sont cycliques et H ne dépend pas
explicitement du temps. On trouve alors

Qi(t) = () = wit + B;(dépendance linéaire)
P;(I;) = «; = constantes (4.303)

L’espace des phases est borné. Les intégrales premiéres [ étant constantes, tout mouve-
ment doit se dérouler dans un “volume” d’espace des phases, de dimension n , désigné par
T™. Celui correspond ici a I’intersection des hypersurfaces Ix(g;, p;) = constante.

Par ailleurs, on sait que les ); varient linéairement avec le temps. Puisque nous nous
intéressons ici a de systémes (quasi-)périodiques, ne balayant qu’une partie finie (bornée) de
I’espace des phases, cela implique que les nouvelles variables (); doivent étre des angles +;,
tel que 0 < ,; < 2. T™ est donc un hypertore de dimension n se trouvant dans un espace
des phases de dimension 2n .

Puisque les (Q; sont des angles, les moments P; sont des moments angulaires, c’est-a-
dire possedent dimensions d’un moment cinétique ou de I’action, et les w;, des fréquences
angulaires

oOH

w;(F;) B

& Exemple 4.18
Probléme avec 2 dearé de liberté:
11 existe dans ce cas deux invariants, des analogues au rayon de 1I’exemple précédent, et deux autres
variables qui jouent le role d’angles. L’espace des phases est un tore T2 définit les cercles de
rayon 1 et R2. Deux angles v, et v, indique la position sur le tore. Puisque v, et v, dépendent
linéairement du temps la trajectoire associé au systéme correspond a une hélice qui s’enroule autour
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du tore T?

& Exemple 4.19
Systéme séparable a n dearés de liberté
Nous avons vu que lorsque que I’hamiltonien est conservé, ’action peut s’écrire (4.202)

S(qi, Pi,t) = W(qi, Pi) — Et (4.304)

ou W est I’action réduite ou fonction caractéristique de Hamilton. Il est donc approprié d’utiliser la
seconde approche de la section 7

Approche 2 (systéme conservatif)

P, = H = H(qi,p;) = on = E = énergie constante
Q; = MWB%Z =,(t) =w;t + B, (variables angles: dépendance linéaire)

Pi(I;) = Ji(Ir) = o (variables action: constantes)
. OW(g;,04)

v 9q;

Dans le cas d’un systéme séparable a n degrés de liberté, 1’action réduite peut étre séparée en une
somme d’actions “partielles” indépendantes

W(g, b)) = /Zpidqz' =Y Wias, I) = Wilar, Ir) + Wa(gz, Ie) + - -

ou nous avons mis en évidence que P; = Pi(I) . ¢’est-a-dire que les P; dépendent des n invariants
Iy,. Puisque chaque moment conjugué p; est défini par
o oOW;

b 0q;
la séparation de variable a pour conséquence que chaque p; n’est fonction que d’une seule variable
conjuguée q; (et des n invariants I1.). Donc, les paires de variables canoniques (g, p; ) sont indépen-
dantes les unes des autres, tout comme chacun des n termes W;(q;, 1) formant I’action réduite.
Suivant le raisonnement du cas a 1 degré de liberté (page 112), on peut définir ’aire A; (1) formée
par la projection du mouvement borné (systéme périodique) sur le plan (q;, p;). Cette aire A;(I;)
est un invariant intégral de Poincaré. De la méme facon, on introduit les moments conjuguées ou
actions

= pi(qi, Ir)

1
J=L 7{ s (4.305)
21 In
ou I’intégration est effectuée sur un contour fermé de ce plan, parcouru dans le sens gauche. Apreés
intégration, J; ne dépend plus que des invariants I,
Ji = Ji(Ix)
On trouve donc que J; est un invariant du mouvement. Les paires (g;, ;) étant indépendantes les

unes des autres, les aires A; (1) (et les J;) forment également des n invariants indépendants.
La transformation canonique compléte g;, p;, H — ,, J;, H' est alors

. OH'
= _8%' B

. oOH'

Bio= g =wil)

ce qui est la transformation recherchée, les w;(J;) étant bien de la dimension d’une fréquence angu-

laire

I._a méthode générale % %

Si on part de la prémisse que 1’on connait n invariants I; satisfaisant les conditions du
théoréme de Arnold-Liouville notamment 1’indépendance et I’involution des invariants alors
la méthode de résolution est relativement directe

1. On commence par exprimer les moments conjugués p; en fonction des g; et des invariants

I
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2. La deuxiéme étape consiste a choisir n contours irréductibles I'; ce qui permet de calculer
les variables actions J;.

3. Ensuite, on trouve I’expression pour H = H(J;) ;

4. Finalement, il reste a calculer les variables angles
v;(t) = wit + B; avec

en utilisant w; = ag—w.

Toute la beauté de cette procédure réside dans le fait qu’on obtient les n fréquences an-
gulaires w; d’un systéme périodique a n degrés de liberté sans avoir a résoudre d’équations
différentielles.

Pour illustrer, considérons deux exemples de systéme intégrables a 1 degré de liberté
dont nous connaissons déja les solutions: un corps en chute libre et 1’oscillateur harmonique.
Comme il s’agit de systéme conservatif avec un 1 degré de liberté, on doit connaitre un
invariant et celui-ci est facile a identifier: Il s’agit de I’hamiltonien H = FE.

€ Exemple 4.20
Corps en chute libre
Considérons le mouvement périodique suivant: Un corps de masse m soumis a la gravité est en chute
libre. Partant du repos d’une hauteur z = h. il tombe jusau’au sol (z = 0) puis rebondit de facon
¢élastique, revient a sa position initiale. Le mouvement se répéte alors indéfiniment. Le hamiltonien
de ce systeme s’écrit simplement ,

Dz

H=_=+mgz
ou on reconnait 1’énergie cinétique et potentielle respectivement. Il existe un invariant: H = F et le

moment conjugué prend donc la forme
p.(z, E) ==+
ou p.(z., E) est négatif pendant la chute et positif pendant la remontée. Fixant I’énergie potentielle

V' = 0 au niveau du sol z = 0, la hauteur de départ est donnée par z = h = E/maq . L’aller-retour
du corps forme ainsi un contour fermé I" et on peut alors calculer la variable action

2m(E — mgz)

1

- = d

J o ﬁp z

1 [0 1 [k

= - : (—\/Qm(E — mgz)) dz + o /0 2m(E — mgz)dz
9 rh

= 5 ! vV 2m(E — mgz)dz

- 2 |25
3mg V m

La variable angle est v(t) = wt + 8 avec la fréquence angulaire est donnée par w = 2E . En

inversant 1’expression pour .J on obtient directement

(0
o

H(J)=EWJ) = % (9gm*m?)3 J
d’ou on tire
_0H _ m
YW=37 TN\ SR

Pour retrouver les variables angle-action en terme des anciennes variables canoniques. on substitue
E par H(z,p.) dans leurs expressions. D’abord

2 |2 (p2 3
J(2,pz) = o <pz +m92>

3Tg m \ 2m
De plus, I’équation canonique de Hamilton donne
2m(FE — mgz)

s OH _p-
T Op. m m

Chapitre 4

4  remontée: p >0
D.
Y A(E)=2nJ
rebond h
chute: p.<0
Figure 4.8 a

Espace des phases pour un corps en chute libre.
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A(E)=mb=27]

a

b
/ q
b

v
N

Figure 4.9 A
Lespace des phases (g, p) est une ellipse de demi-

grandaxea = 4/ % etdemi-petitaxe b = v/2mE.
L'action est proportionnelle a l'aire J = A(E) /27
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Alors en intégrant

¢ *dz ? dz ? dz
y—p8 = /wdt:w/ — :w/ eor :w/ o
0 0o < 0 B,o 0

Opz Opz

’ —dz = _Qw m — agmz
mw/o V2m(E —mgz)  gm =G

Inversement, pour revenir aux variables (z, p ), et en inversant, on obtient

oy, ) = %‘g” (1— <1— ¥)2>

Puisque v — 8 = wt = mg,/5%t, on retrouve la forme familiére

1 2F
z(v,J) = —59752 TVt

ou la condition initiale dans I’intégration correspond au début de la remontée pour laquelle z = 0 et

z

0

2 =4/22 4t = 0. Le moment conjugué est

pz(z,J) = =£v/2m(E — mgz)
= —gt+V2mFE

comme il se doit.

@Exemple 4.21

Oscillateur harmonique 1D
Le hamiltonien de ce systéme s’écrit simplement

2

p 1, 5
H=2 | %

om T 2™

Il est invariant: H = E et le moment conjugué prend donc la forme

p(q, B) = =4 /2m(E — %qu)

ce qui correspond a une ellipse. Les valeurs de g et p se situe

2F 2F
Ve = 9=V7% —¢
—V2mE < p<Vv2mE=b)

La variable action est calculée sur le contour de ’ellipse mais elle correspond a 1’aire de celle-ci et
donc on obtient directement

1 _A(E)  mab m
J—Qwﬁp(q)dq— 2m _27r_E k

1 =%

et la fréquence angulaire est donnée par
LooH_ [k
o] Vm

E=wJ
Pour retrouver les variables angle-action en terme des anciennes variables canoniques, on substitue

Autrement dit

et
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E par H(q, p) dans leurs expressions
/ wdt = w % =w dq

OH
op

/ dq . < [k >
mw ——————————— — arcsin ﬁq
\/2m(E — 3kq?)

y

. mw
= arcsim | —/———(
/p2 + m2w2q2

En inversant

a(v,J) = 5 smy
pnd) =y om(B— Lmaee)
= :I:\/Zm(wJ — wJ sin® )
= +v2mwdJ cosy
En fonction du temps, on retrouve
2J .
A d) = e sin(wt +6)
p(v,J) = =£V2mwdJ cos(wt + f)

—

Fort de ce dernier exemple, considérons un oscillateur en 3D simplifié.

@ Exemple 4.22
Systemes quasi-périodiques
L’ oscillateur harmonique 3D considéré ici suppose que les trois directions sont découplées. 11 s’agit
donc d’un systéme complétement séparable. On peut alors définir des invariants qui ont la forme d’un
hamiltonien pour chacune des directions. En posant les variables canoniques (q;, p;) de ’espace des
phases, on écrit

2
ik
L=2 43¢

ou k; est la constante de ressort et I; une constante du mouvement associées a chaque direction de
3 2 . . ]
telle sorte que £ = >_>_, I; . En conséquence, les variables actions sont données par

[m
i =Ly | —
J, "

et suivant le méme raisonnement que dans le cas en 1D, les variables angles sont des fonctions
périodiques du temps de période T; = 27 /w;.

74(t) = wit + 6, = arcsin(y 54

ol w; = /&2 On trouve aussi que chaque coordonnée ¢; est une fonction périodique de Y

m
2J; . 2I; .
ai (v, Ji) = e, SR = ,/—m%? sin~,

Le mouvement dans chaque direction sera une fonction périodique des -y . caractérisé par un période
T; et donc la coordonnée ¢; reprend sa valeur aprés un délai de T;. Cependant puisque le mouvement
se fait simultanément dans les trois directions on ne peut pas en général le qualifier de périodique.
Pour ce faire, il faut que toutes les variables g; retrouvent leur valeur initiale aprés un moment. Si
c’est le cas, la trajectoire est fermée. Par exemple, si les trois périodes T sont identiques et on a des
trajectoires fermées dont la période est 715

En fait, il v a périodicité si certaines ou toutes les périodes T; sont commensurables entre elles.
Deux périodes sont commensurables si leur rapport est égal a un nombre rationnel. Par définition,
on dit qu’un systéme a n degrés de liberté est partiellement dégénéré si au moins deux de ses périodes
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propres sont commensurables. Il est dit complétement dégénéré si elles sont toutes commensurables.
De plus, un systéme quasi-périodique est désigné comme un systéme particllement dégénéré.
Alors pour un systéme complétement dégénéré, la période du mouvement 71" est simplement le plus

petit commun multiple des périodes T puisque c’est aprés un tel délai que les variables ¢; reprennent
toutes simultanément les valeurs qu’elles avaient originalement.
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4.14 Exercices

—

4.1. Tunnel géant
On considere la Terre comme une sphére de rayon R = 6371 km, de densité de masse uniforme.
On note g = 9.81 m/s?, I’accélération gravitationnelle au niveau du sol. On imagine le percement
d’un tunnel rectiligne entre deux points A et B quelconques de la surface terrestre, qui rejoignent
par exemple Québec a Paris (voir figure 4.10). On imagine un wagon qui roule sans frottement
dans ce tunnel. Partant de Québec, sous 1’action de la gravité, il va se déplacer vers Paris. On veut
connaitre le temps que durera le voyage.

(a) Calculer le champ gravitationnelle G(r) en un point intérieur de la Terre & une distance r de
sont centre.

(b) Calculer le potentiel V() en ce méme point.

(c) Déterminez une coordonnée généralisée. Donnez a une constante prés 1’énergie potentielle
du wagon de masse m en fonction de cette coordonnée. Ecrivez I’hamiltonien du systéme et
déterminez les équations différentielles.

(d) Solutionnez cette équation pour un départ de Québec a vitesse nulle. Combien de temps dure
le trajet jusqu’a Paris ? Montrez que ce temps est indépendant des points A et B.

4.2.  Pendules couplés
Soient deux blocs de masse m reliés au plafond par une tige de longueur [ et de masse négligeable
et reliés ensemble par un ressort de constante de rappel k ((voir figure 4.11)).

Yy Yo

(a) Déterminez I’énergie cinétique et le potentiel du systéme, en coordonnées cartésiennes.

(b) Démontrez que pour les petites oscillations, ou x << [, I’hamiltonien du systéme peut étre
approximé par

~ 1 2 2 1 2 mg 2 1,9 2
HN%(p1+p2)+§k(fB2—x1) -7 2l —§($1+$2)

ou p;1 et p2 sont respectivement les moments conjugués aux coordonnées x; et xa.
(c) Obtenez les équations canoniques du mouvement

4.3.  Pendules couplés (suite)
On cherche a déterminer les fréquences propres d’oscillation.pour le probléme précédent.
(a) On écrit d’abord les équations canoniques sous forme vectorielle :
MX =P,
P =-KX.
Ecrivez explicitement les vecteurs X et X, ainsi que les matrices M et K et démontrez que
ces deux équations sont équivalentes a 1’équation du deuxiéme ordre :

X=-M"KX.
(b) On pose X = Re{Z} et I’équation du mouvement devient 7 = -M'KZ, qui a pour
solution Z = A exp (—iwt). En réinsérant cette solution dans I’équation différentielle, on

obtient la relation de dispersion (M TK-WT ) A = 0. 1l s’agit d’'une équation aux valeurs
propres. Les w? sont les valeurs propres de la matrice M~ K. Déterminez les fréquences

Figure 4.10 A
Probléme 4.1.

Figure 4.11 «»
Probléme 4.2.
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propres d’oscillations w.
(¢) Quels sont les deux types d’oscillations associés a chacune de ces fréquences propres w (il n’y
a pas de calculs a faire pour ce point) ?

Crochet de Poisson
Vérifiez les propriétés suivantes du crochet de Poisson, pour A = A(g;, p;) et B = B(qi, ps)-
(a) {A7B}:_{B7A}
(b) {A,B+C}={A B}+{A C}
(© {A,BC}=B{AC}+{AB}C
d {A,{B,C}}+{C.{A, B}} +{B,{C, A}} = 0 (Identité de Jacobi)

Crochet de Poisson revisité

Démontrez les résultats suivants du crochet de Poisson.

(a) Soit une fonction quelconque F' (g;, p;, t) dépendant des 2n variables canoniques g; et p; et
possiblement du temps ¢. Montrez que pour une trajectoire physique obéissant aux équations
canoniques du hamiltonien H d’un systéme physique donné, on a :

dF oF
o~ R HN
(b) Montrez que les crochets de Poissons suivants entre des variables canoniques sont toujours

nuls :

{ar,a;} =0t {px,p;} = 0;
et qu’entre variables conjuguées, le crochet de Poisson est égal au delta de Kronecker :

{qr, P} = 6x;-

Méthode de Hamilton-Jacobi
Solutionnez le systéme décrit par le hamiltonien en coordonnées cylindriques

H= % (pﬁ + p—12p§> +p§) +0’,
en utilisant la méthode de Hamilton-Jacobi.

(a) Effectuer une transformation canonique pour passer des coordonnées cylindriques aux coor-
données cartésiennes.

(b)  Ecrivez explicitement I’équation caractéristique de Hamilton-Jacobi pour ce systéme en partant
des coordonnées cartésiennes.

(c) Effectuez la séparation des variables et exprimez explicitement I’action S en fonction d’intégrales
non couplées. (Exploitez les variables cycliques, s’il y en a.)

(d) Appliquez les lois de transformation d’une transformation canonique de type F», pour obtenir
les nouvelles variables canoniques conjuguées.

(e) Effectuez I’intégration dans les deux équations ne dépendant pas du temps et obtenez la trajec-
toire sous sa forme paramétrique r = (z(y), y, 2(y)). (Une autre coordonnée que y peut aussi
paramétrer la courbe.)

(f) Effectuez I’intégration dans 1’équation dépendant du temps pour déterminer la dépendance
temporelle du paramétre de la courbe. Exprimez maintenant la trajectoire explicitement en
fonction du temps : r(t) = (z(t), y(t), 2(t)).

Crochets de Poisson

(@) Calculez {x,p?} et {I.,1%}.
(b) Parmi les quantités suivantes, lesquelles peuvent étre simultanément moments canoniques:
2
pfﬂ? lfﬂ? l

Particule dans des champs électrique et magnétique

Une particule de masse m et de charge e est au repos a 1’origine a ¢ = 0. Elle est plongée dans des
champs électrique et magnétique E = FEpi et B = Bok. Ecrivez I’'Hamiltonien et donnez-en la
solution pour ¢ > 0. Faites un dessin de la trajectoire.



Exercices

4.9. Canon
Un canon situé a ’origine d’un systéme de coordonnées tire un obus de masse m a un angle ¢, et
a un vitesse initiale vg.
(a) Utilisez la méthode de Hamilton-Jacobi pour étudier le mouvement et obtenir une équation de
lorbite sous la forme z = z(z).
(b) Gardant I’équation sous cette forme (z = z(z)) quelles précisions ou contraintes les conditions
initiales apportent-elles & 1’évaluation des constantes «; et 5; de H-J.
(c) Toujours par H-J obtenez la trajectoire sous la forme paramétrique:

z=uz(t), z=2z()

et déterminez les constantes o et 3; complétement.

Chapitre 4
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THEORIE DES PERTURBATIONS

5.1 Buts de la méthode
—

11 s’agit d’une méthode approximative pour obtenir une solution analytique a un probléme
de mécanique qui n’a pas de solution analytique exacte ou pour lequel cette solution est
trop difficile a obtenir. En fait, il n’existe que trés peu de problémes de mécanique qui
ont une solution analytique exacte. Les ordinateurs d’aujourd’hui permettent de résoudre
numériquement certains problémes avec pratiquement la précision désirée mais a chaque fois
pour un ensemble donné de conditions initiales. Pour avoir une vision générale du type de
trajectoire, il faut faire plusieurs fois les calculs et ceci peut étre onéreux. D’autre part,
le probléme a trois corps, par exemple, n’a pas de telle solution et est considéré comme
chaotique. Il est en pratique impossible de résoudre ce probléme, méme numériquement,
avec une précision arbitraire malgré les ordinateurs dont on dispose puisque la solution se
trouve étre trés sensible aux conditions initiales. Nous allons considérer ici seulement les
problémes qui peuvent faire 1’objet de "perturbations"

5.2 L'idée de base ; “varier” les constantes
—

Soit un systéme décrit par un hamiltonien H(g;, p;), ¢ = 1, 2...n. On sait que la solution
du probléme dépend de 2n constantes d’intégration, appelons-les les a; et les b;, ¢ = 1,2...n,
qui sont évidemment des constantes du mouvement. La solution devrait alors s’écrire

¢ = qi(t,az,b5) . .
,j=1,2,...n 5.1
pl:pl(t’a‘]’b‘j) 7.] ) ) ) ( )
Supposons que nous soyons incapables d’obtenir ces solutions analytiques mais que pour
des raisons du type énumérées en ci-dessus, nous désirons obtenir une solution approximative

et analytique. La méthode des perturbations peut permettre d’obtenir cette solution approxi-
mative. Elle requiert que nous soyons capables d’écrire

H(gi, pi) = Ho(qi,pi) + H1(gi, pi) (5.2)
de fagon telle que
1. il soit possible d’obtenir une solution analytique pour Hj et,

2. que H; soit petit devant Hy (Comment? On ne le sait pas encore).

Cette derniére condition est souvent difficile a vérifier a priori. Elle requiert une cer-
taine stabilit¢ du mouvement face aux changements dans les conditions initiales et de fait la
méthode n’est pas appropriée au traitement des mouvements chaotiques par exemple qui sont
caractérisés par une trés grande sensibilité aux conditions initiales.

L’idée de base est relativement simple et elle compte les étapes suivantes:

Chapitre 5

Buts de la méthode

5.2 Lidée de base : “varier” les
constantes

5.3 Les approximations

5.4 Exemple

5.5 Meéthode canonique de
perturbations

5.6 Autre exemple

5.7 Exercices
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i) On résout analytiquement pour Hj et on obtient les solutions

qi = qZ(O)( © b(O)) = qZ(O)(t ag, bz)

5.3
pi = go bgo t a;, b;). -3)
ii) On inverse ces 2n équations pour obtenir les
(0) ) (0
a; @q )
(5.4)
by — (70)7 pj&)) _
qui vérifient évidemment (puisque ce sont des constantes du mouvement)
(0) 9,0
={a;”, Ho} + 5;0;° =0 (5.5)

0 0) _
:{b§>,H}+gtb§> 0.

iii) On pose que la solution compléte pour H peut prendre la méme forme que celle en (5.3)
et (5.4) mais avec des az(-o) et bz(-o) remplacés par des a; et b; qui ne sont plus des constantes
du mouvement ¢’est-a-dire, pour lesquels @; # 0 # b;.

iv) On calcule les a; et les b; par leur équation du mouvement impliquant H au complet et
dans lesquelles les a; et b; sont présumés avoir la méme dépendance dans les g; et p; qu’en
(5.4). Ainsi

0 5‘
az—{az,H}wL az—{az,H0}+{a,Z,H1}+ a;. (5.6)
. 8 6
bi = {bi,H}+§bi = {biaH0}+{bi7H1}+abi- (5.7)
Mais selon la seconde relation (voir (5.5))
0
i Hi ;0 = 5.8
{ai, Ho} + 57a; =0 (5:8)
et il ne reste que
éli = {ai,Hl} (59)
et de la méme fagon )
bi = {bi, H1}. (5.10)

v) Il reste a intégrer ces équations pour obtenir a;(t) et b;(t) et a les replacer dans les
équations (i) en lieu et place des a ) et b pour obtenir la solution désirée

qi :qz((oz(t,ajabj) (511)
pi=p; (t,a5,b))
mémes fonctions que pour la solution non perturbée mais ici a; = a;(t) et b; = b;(¢).

5.3 Les approximations

—

A ce point-ci, il n°y a aucune approximation de faite. Elles apparaissent dans I’intégration
des équations pour a; et b; souvent elles-mémes trop difficiles pour étre résolues exactement.

On présente souvent la méthode perturbative comme 1’approximation d’une expansion en
série de puissance d’un parameétre qui caractérise H;. C’est d’ailleurs généralement le cas en
mécanique quantique. Ce n’est pas cependant la seule approximation possible. Mentionnons
la méthode itérative et celle de la moyenne, cette derniére étant utile lorsque les trajectoires
de H, sont des orbites fermées.

Méthode par série

Sous une forme simplifiée, on peut la présenter de la fagon suivante. On identifie d’abord
un parametre ), idéalement sans dimension (et petit) tel que

H1 = /\h(qi,pi) (512)
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et on pose que 1I’on peut écrire les a; (et les b;) en séries de puissance

a; = ago) + Aaz(-l) + /\Qaz(-Q) + e (5.13)
Remplacant dans I’équation pour &; on obtient
a; = {a;, Hi} = {a;, \h} (5.14)
= a” + 2 + 2202 + - = Ml + 20V + 2% - R) (5.15)
Egalant les termes en méme puissance, on obtient
dz(-o) = 0= ago) = constante
v (5.16)
i = {a”.h} = a’
/ (5.17)
a? = {a",h} = a/¥ (5.18)
6 = {a, b} = ol

et de méme pour les b;. C’est la philosophie qu’on retrouve dans la théorie des perturbations
de la mécanique quantique par exemple.

Méthode itérative
N

La méthode suppose que la séquence suivante converge. A partir de

ai = {ai, Hi} (5.19)
by = {b;, H}, (5.20)
on calcule d’abord la premiére itération

alV = {ai, Hi}l, 0 ,0 (5.21)

J 77
0 = (b, Hi} o o (5.22)

J 77
ou{ , }|a(p> »( signifie que le résultat du calcul du crochet est évalué en a;_o) , b;o), c’est-

J g

a-dire que les aéo) et b§0)apparaissant a droite de I’équation apres le calcul du crochet sont

remplacés par les déja connus. Suite a I’intégration de H. La seconde approximation suit
C.Ll(?) = Aay, H1}|a‘.1>,b(,1> (5.23)
0Y = {bi, Hi},0 0 (5.24)
VAR

etc... La solution est alors -

. n
a; = lim a; .
n—oo

Méthode de la moyenne

Elle est utilisable lorsque la solution non perturbée est une orbite cyclique de période 7.
On peut alors calculer I’effet net moyen de la perturbation sur une orbite par

1 T
C-LZ‘ = - / {ai,H1}dt (525)
T Jo

b;

1 T
2 /0 (bs, Hi )t (5.26)
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Cette méthode est compatible avec la méthode itérative par exemple. Les changements or-
bitaux des satellites et des planétes dus a certaines excentricités ou aux autres planétes, sont
généralement calculés de cette fagon, comme le déplacement (rotation) de 1’orbite (elliptique)
de Mercure par exemple.

— Vv Remarquev |

0 Remarque 5.1

Les crochets de Poisson qui apparaissent ici sont présumés calculés en utilisant les vari-
ables canoniques g; et p;. Cela implique d’avoir constamment recours aux équations (5.3)
et (5.4). On verra en plus bas une fagcon systématique de choisir ces constantes en op-
tant pour les «; et /3; de Hamilton-Jacobi qui ont I’avantage considérable d’étre variables

canoniques.

5.4 Exemple
—

<@> Exemple 5.1

Vovons d’abord un cas trés simple, soit celui d’une particule soumise a une force constante en une
dimension donc )
p
H(p,q) = 7=+ X\ (5.27)
ou V' = Ag donc la force s’oppose au mouvement vers les ¢ croissants si A > 0 et ’inverse si A < 0.
On reconnait le cas d’une particule de masse m soumise a une force constante
F=-VV=-X\

c’est-a-dire accélération constante dont la solution est
2

. At
q(t) = qo + got — —.

2m
On sait résoudre exactement le probléme par la méthode canonique
i={o.H} =2, p={pH}=-) (5.28)
et donc ,
i A q(t) = qo + ot — 3=
=—— = 21 5.29
! m { p(t) = mg = mgo — At. (5-29)

—®

Afin de tester la méthode perturbative décomposons H en Hy + H; ou

»?
Hy=—, Hi =X\ (5.30)
2m
et reprenons les étapes 1 a 5.
1- La solution analytique pour Hj est triviale, nous avons une particule libre et donc

qg = a9+ (5.31)
p = ma?. (5.32)
2- L’inverse de ces équations est
a® = L (5.33)
m
pO = g— 2y (5.34)
m
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et méme si b(©) dépend explicitement du temps on vérifie (c’est inutile en fait) que

0 p P
50 — 1,0 g Sup (1) SN oF <SP R WY QY
“ {a™, 0}+3ta {m72m}+
. 0
pO  — O g iy AQ)
7 o} + 5
2
p, P p
= 7—t — — —
la——t 5} ——
_ 1 2 t 2 p
= goAart -5 AppTh -
_ % , . p_P _P_,
2m m m m
3- On pose que la solution pour H sera (voir étape 1)
g=at+b a==L
p=ma b=q— 2t

4- On calcule les équations d’évolution de a et b

i = {aH}={ g}

= 2pa=2 (1
A

. ¢

= %{q,q} - %{p,q}

M, M

= A0 2(-1)

m m

(5.35)

(5.36)

(5.37)

(5.38)

(5.39)

5- On integre trivialement en posant que la perturbation a été allumée a ¢ = 0 et que pour
t < 0, seul Hy jouait un role. Ceci nous donne les conditions initiales donc les constantes

d’intégration pour les équations pour a et b. Donc ici

t
a(t) = 2 dt = —it +a® ou a(0) = a®
m
0

m

t
b(t):/ (&) dt =122 0
0o \m 2m

Remplagant dans les équations de I’étape 3 on obtient
q = a(t)t+ b(t)

ot b(0) = b,

_ (am) _ ﬁ) LSRG
m 2m

A

— O 0y LA
2m
ainsi que
p = ma(l)
ma'® — At

Ces résultats sont exacts.

5.5 Méthode canonique de perturbations
—

Chapitre 5

129



Chapitre 5 THEORIE DES PERTURBATIONS

L’idée est la méme mais les manipulations sont sensiblement simplifiées du fait qu’on
choisit les constantes de la méthode de Hamilton-Jacobi, les «; et 3, au lieu de laisser ce
choix au hasard. Ces constantes ne seront vraiment constantes que pour Hy, I’introduction
de H, fera qu’elles ne seront plus constantes du mouvement. [’avantage vient du fait que les
o et B, étant variables canoniques (respectivement moments et coordonnées généralisés) on
peut les utiliser pour calculer les crochets de Poisson. On évite ainsi cet incessant va-et-vient
entre les (a;, b;) et les (p;, q;) qui ressort dans les exemples de la section ci-dessus. Une fois
que Hy a été résolu par H.-J. on obtient

que I’on inverse en
C’est toutefois la premiére forme qui est utile puisqu’elle permet d’écrire
Hi(gi,pi) = Hi(ai(t oy, B5),pi(t, o, B;)) (5.44)
Par la suite, tous les calculs des crochets de Poisson se feront par
0A 0B  0A 0B
{A,B} = {—— — ——] (5.46)
ainsi
n
. 00@- 3H1 80@ 6‘H1
& = {a;Hi}= [ — (5.47)
! ! ; 0B; daj Oy OB,
n
OH; OH;
— ,Z i 6_1 =3 1 (5.48)
—"98, ~ 95,
. OH]
B, = =2, (5.49)
80@
C’est sous cette forme que la théorie des perturbations est généralement présentée dans la
littérature.

5.6 Autre exemple

—

@ Exemple 5.2

Voyons un exemple assez « classique » parfois appelé 1’oscillateur quartique décrit par

2

P mw? mk 4

N 2 -
H—2m+ 2q+4q. (5.50)
Les équations canoniques du mouvement sont
. OH P
= _— = . 1
9 dp m (51)
p = —%—Iq{ = —mw?q — mkg® (5.52)
ou, en les combinant
G=—wq—kq’. (5.53)
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Intégrer cette équation n’est pas trivial. Choisissons de décomposer H en Hy + H; ou

2 2
_p mw’ o . .

Hy = o + 5 ¢ oscillateur harmonique (5.54)

H, = mqu4 :  perturbation. (5.55)

Nous allons d’abord résoudre pour Hn par la méthode de H.-J. Puisqu’on peut écrire, Hn étant
indépendant du temps,

S(g,a.t) = —at + W(q, o) (5.56)
et sachant que
08 oS

Ho(q, m) + = = 0. (5.57)

On voit immédiatement que

ow

Ho(q,—) = a. 5.58
ola. 5o (5.58)

—

Ainsi notre nouveau moment canonique, «, sera une constante égale a I’énergie du sys-
téme! Explicitant avec

2 2
Hy = Qp—m + %f et p= %—V;
I’équation ci-dessus devient
2 2
ﬁ <88—V;/> + m; P=a (5.59)
et on obtient
ow =/ 2ma — m2w?q?. (5.60)
dq
Intégrant
W= / dqy/Zma — m2ag (5.61)
et
S(q,a,t) = —at + /dq 2ma — m2w?¢?.
En plus de

ow
= — = /2ma — m2w?¢?,
dq

nos équations de transformation canonique incluent a un facteur pres

d
5 - @:_Hm/ q (5.62)
dax 2ma — m2w?¢?
1
— ¢+ =sin [ e } (5.63)
w 2ma
qui s’inverse en
20,
at) = || =y sin(t + )

p(t) = v/ 2ma — m2w?q?

= \/2mog — 2masin® w(t + B)

=V2macosw(t + ).
ou on reconnait la solution harmonique. Nous pouvons récrire H;
mk
4

« et 3 nos nouveaux moment et coordonnée généralisés sont des constantes sous Hy mais ne
le sont plus lorsqu’on introduit la perturbation (disons a ¢ = 0). Leur équation d’évolution

4:

ka? .
H, = ¢ =" sin w(t + f).

Chapitre 5
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est canonique

. 0Hy  4ka®

“ = _% T w3 sin”w(t + §) cosw(t + )
. _ 8H1 o 2ka .4

B = 5o _+mw4 sin® w(t + )

Ces dernicres équations ne sont pas triviales a résoudre non plus mais elles se prétent a
une méthode d’approximation, que ce soit par développement en série, par itération ou par
moyenne.
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Développement en série

Considérons tout d’abord un développement en série. On constate que & est le parametre
qui caractérise H;. Ce n’est pas un trés bon choix puisqu’il est lui-méme dimensionné,
néanmoins nous allons tenter un développement en série du type

a = ag+koy +kas+kKas+--- (5.64)
B = Bo+kBi+kEBy+E B+ .. (5.65)
Cependant on constate ici que le coté droit des équations pour ¢ et i dépend de fonctions
trigonométriques d’argument w(t 4+ 3). Comme les fonctions trigonométriques sont haute-

ment non linéaires dans leur argument, il n’est pas trivial d’identifier leur degré de dépen-
dance en 3 et d’identifier ordre par ordre la dépendance en k. Par exemple

B~ sin*w(t + ) (5.66)
de
sinw(t + B) = sinwt coswf + sinw/3 cos wt (5.67)
on aura
coswf =~ cos(wBy + wkfBy)
~  coswfycoswkf, — sinwf,sinwkf, (5.68)
sinwf =~ sin(wB, + wkpBy)
~  sinwfcoswkB, + coswfysinwk5, (5.69)
et prenant
sinwkf, ~ wkpB, + O(k>) (5.70)
coswkB; =~ 1+ O(k?) (5.71)
alors
sinw(t + B) =sinw(t + By) + wkB cosw(t + By). (5.72)

Si k est considéré petit alors
sinwl(t+B) ~ sinw(t+ B,)
+4wk B, sin® w(t + By) cosw(t + By) + O(k?) (5.73)

et on peut faire les remplacements appropriés pour identifier les termes d’une puissance don-
née de k. L’exercice est assez lourd ici mais direct. Il suffit de remplacer systématiquement

a = ag+koy +kas+ Klas+--- (5.74)
B = Bo+kBi+kBy+kBs+ ... (5.75)
et nous ne le complétons pas.dans les équations
OH 4ka? | .
a = _3_51 = —moojg sin® w(t + B) cosw(t + B3) (5.76)
: OH 2k
po= T o Gt u(t + B) (5.77)
O mw*

et de séparer les relations ordre par ordre en puissance de k. On obtient pour les premiers
termes, jusqu’a ’ordre O(k3) :
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Pour les «;,
3
m;u &y = —ai cosw (t + By)sin® w (t + B,)
mw? 2 . 4 2 . 2
2= (wBy sin®w (¢ + By) — 3wPy cos® w (t + By) sin® w (t + By))
— 2ap cosw (t + By) sin® w (t + By))
mw?

ng = af((sin® w (¢t + By)) (%Oﬂﬁ? cosw (t + By) + wPysinw (t + 50))

+ 3w? B3 cosw (t + By) sin® w (t + )

- %%(6 (sin®w (¢t + By)) <wﬁ2 cosw (t + fy) — %wzﬁf sinw (¢ + BO))

+ 6w? 33 cos® w (t + By) sin®w (t + By)))
— (cosw (t+ By) sin® w (t + By)) (oF + 2a0 (a2 + a3))
+ 200y (wBy sin® w (t+ By) — 3wy cos® w (t+ By) sin®w (¢ + By))

Pour les j3,,

4
mw* . .
Tﬁl = apsin® w (t+ Bo)
mw? .

5 By = (oq sin w (t+ By) + dwapBq cosw (t+ By) sin® w (t+ 50))

4
m; Bs = (sin®w (t + By)) (a2 + a3) + dwa By cosw (t + B) sin® w (¢ + S,)

+ %sinwg—o—kﬂo)@ (sin*w (¢ + By)) <w62 cosw (t+ By) — %WQBi sinw (¢ + /60))

+ 12w?B7 cos? w (t 4 By) sin® w (t + By))

A ’ordre O(k), on peut résoudre facilement en intégrant

. 4C¥g . 3
= - t t 5.78
G = —— b sin’w(t + By) cosw(t + ) (578)
P 2&0 . 4
= t . 5.79
B =+ Gsintuw(t+ ) (579)
Comme «y et 3, ne dépendent pas de ¢, I’intégration est triviale et donne
2
o .
oy = _mc34 sin w(t + By) + C (5.80)
20 [3w sin 2w(t + B,)
By = mw5{8<t+50)_ 1 +
indw(t
S+ Bo) | o (5.81)
32
Définissons
\ = 3]60(0
4t

Donc la solution devient

2
a=ay—k <T:ZO)4 sin® w(t + By) + C) + O(k?)

4 . C
= 0p — CKO)\ (g Sln4W(t + ﬁo) + @) + O(k’2)

0 (12w(t + By) — 8sin 2w(t + By) + sin dw(t + By)) + c’) +O(K?)

16muwd
= By + apA (ﬁ (12w(t + By) — 8sin2w(t + By) + sindw(t + 5y)) + C’) + O(k?)

ﬁzﬁo—l-k(

ou C et C’ sont des constantes d’intégration.

134



Autre exemple Chapitre 5

Solution itérative.

A partir des équations pour ¢ et 3 qui sont de la forme
a = fla,b,1) (5.82)
B = gla,pB) (5.83)

elle consiste a dire qu’on peut tendre vers « et 8 par une série d’itérations

. OH
& = flon-1.fp 1) =~ —= (5.84)
& a=an—1,8=F,_1
. oOH
B = glomr,But)= 5 (5.85)
Y la=an_1,6=6,_,
au sens ou
lim o, — « (5.86)
lim 8, — §. (5.87)
n—oo
La premiére de ces itérations est
. OH
G = flaobot) = - 57 (5.88)
a=ap,B=P,
. 0H
Bi = glaoBot) = 5= . (5.89)
@ la=a0,8=8,
Nous nous limiterons ici & cette premiére étape et résoudrons donc
) dkod . 4
b = ———gsin w(t+ By)cosw(t + By) (5.90)
P 2]6(10 .
By = t sin® w(t + By). (5.91)
Comme «y et 5, ne dépendent pas de ¢, I’intégration est triviale et donne
k 2
a1 = == sint w(t + By) + C (5.92)
mw
2kap [ 3w sin 2w(t + B,)
= —(t ==\ @ "YU/
B1 o { 3 (t+Bo) 1 +
indw(t
+smw§—2+5°)} el (5.93)

On remarque ici que cette premiére itération donne exactement le méme résultat que celui
obtenu dans le développement en série a I’ordre O(k).

Les constantes d’intégration C' et C’ sont ajustées par les conditions initiales touchant
la perturbation. Si par exemple, on dit que la perturbation est allumée a ¢ = 0, alors pour
t < 0, la solution non perturbée prévaut et o(t < 0) = a, S(t < 0) = By. Doncat = 0,
a1(0) = a, £1(0) = By, ce qui fixe
2

k
C:a()—l- all

.4
p—_—" sin” wf, (5.94)
2kag [3wBy  sin2wf, L sin 4w,

I _ —
¢ = o mwt | 8 4 32

(5.95)
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et alors
= KOG 1ot (e in’ 5.96
o = g — p_— [sm w(t+ ) — sin wﬂo] (5.96)
B 2kag [3wt  sin2w(t + B,) — sin2wp,
br = Bot mwd { 8 4
+sin4w(t + By) — sindwf, . (5.97)
32
Ci-dessous fixons 3, = 0 pour alléger les expressions.
kog . 4
ar = ap— 7 sin” wit (5.98)
mw
2kag (3wt sin2wt  sindwt
b = mw® {? 4 * 32 } (5-99)

La solution perturbée est obtenue de celle non perturbée

q(t) = ,/1332 sinw(t + ) (5.100)

en remplagant o et 5 par o et 3;. Nous obtenons

1
[ 2 ka2 ., %
qt) = —3 {ao — g sin wt| x

2kay @ _ sin 2wt n sin 4wt
8 4 32 '

sin <wt + B (5.101)
mw
On voit que I’amplitude, qui était (ﬂ)% dans le cas non perturbé, a été modifiée, oy étant

mw?
remplacée par

ka3 4
{ao — 04(1 sin* wt} =q {1 — —Asin? wt] (5.102)
mw 3

ceci nous donne un test de petitesse de k& puisque la quantité est a la puissance % et que ¢(t)
doit demeurer réel, donc A

1- g)\sin4wt >0
ou

3 4
A<D (5.103)
4 (7))
Pour £ > 0, ’amplitude décroit. De plus, le comportement qui était harmonique en w,

¢’est-a-dire sin wt a été modifié en

. 3 sin 2wt sin4wt
sin (w(l—i—)\)t-l—g)\ {— 1 + D) ]) (5.104)
ou, si on veut encore parler d’une fréquence €2, on doit définir
3]60(0
sz(1+)\):w(1+4mw4>. (5.105)

On voit que pour k£ > 0, la fréquence augmente. Il faut aussi préciser que s’ajoute une
modulation en sin 2wt et sin 4wt. Strictement le mouvement n’est plus harmonique.

Méthode de la moyenne
|

Elle ne donne pas des résultats aussi détaillés que cette en série mais c’est parfois suffisant.

Sachant que le mouvement non perturbé est ici cyclique de période (7 = 27”, ici) nous
remplagons & et 3 par ¢ et B moyennés sur une période
— 4k 1 (7
G = ——3—/ o sin® w(t 4 B) cosw(t + B)dt (5.106)
mw3 T Jy
- 2k 1 (7
By = 4_/ asin® w(t + B)dt. (5.107)
mwt T Jy
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Il est trivial de voir que, ne connaissant pas «(t) et 5(t) (c’est ce que nous cherchons),
il est difficile sinon impossible de faire les intégrales. C’est pourquoi cette méthode est
souvent augmentée de 1’approximation itérative, remplagant « et Sdans les intégrales par «g
et 3, pour faire un premier calcul de ¢ et 8, le résultat duquel pourra étre remplacé dans les
intégrales...etc. Au premier ordre nous aurons ici

27
_ 4k 1 T
d%——g—a%/ sin® w(t + B,) cosw(t + By)dt
mwe-° T 0
ik w ) =2
.

donc & ~ 0 = a = constante = ay
27
o 1 [TF
4—a0/ sin® w(t + By )dt
mwtt

2k w [3w(t+ﬁo) _sin2w(t + By) N sindw(t + By) 1"

eyl

~
~

— 27
T w

w27 8 4 32 0
~ B0 {3_”_77 +o} TE ke
mmw? | 8 w 0 mw?
et donc
B(t) = Mt + f,. (5.108)
Ici, la solution perturbée se lira
q(t) = 32202 sinw (t + B)
200
~ 3 sinw (t+ By + At)
200 .
~ —5sin (Wl +At+why).
Le seul effet de la perturbation ici est une modification de la fréquence qui de w passe a

(5.109)

3[6'0[0
w = Q—w(1+)\)—w[1+4mw4]

donc qui augmente si k > 0, et qui est d’ailleurs la fréquence €2 déja obtenue.

Figure 5.1 «»
Graphique de I'énergie E pour l'oscillateur avec
et sans le terme quartique.

v Remarque v |

o Remarque 5.2

A une énergie E donnée (voir figure 5.1), le mouvement va de —xy & +x, avec une
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Figure 5.2 «»

Les courbes bleu, rouge et verte correspondent
respectivement aux solutions appromixatives go (¢)
(oscillateur harmonique), q1 (t) (méthode par série
et itérative) et gmey (¢) (Méthode par moyenne). On
remarque ici que les trois méthodes d’approximation
donnent sensiblement le méme résultat.
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fréquence w. Introduisant le terme quartique diminuera I’amplitude entre —z; & +x;

1
2 2 2 2ka? 2
[ ao} = [ L %0 sin* wt]

mw? mw?  m2wS
tout en affectant le fréquence w.

(5.110)

w — Q=w |1+ 57
4mw?

— 0

Comparons maintenant les solutions
1. Pour I’oscillateur harmonique:

qo(t) =1/ 7721(;02 sinw(t + By)

2. Pour le développement en série d’ordre O(k) et la premiére itération de la méthode du
méme nom

20[0 ]{,‘Oéo .4
a(t) = mwQ\/l_mUﬂ sin” wt X
. 14 3kayg ‘4 2k sin 2wt L sin 4wt
sin _ _
dmuw* mw? 4 32

3. Pour la méthode de la moyenne

kag
= B o122 0).

Approximation Amplitude Fréquence
Oscillateur harmonique 3&"2 w
Série \/M\/l kﬂ)—sm wt | w [1 + %ﬁ]
Itération \/ 209, /1 — Bag gint ot | w1+ 2hag]
Moyenne \/ 2ag, w[1+ 2kag ]

Pour simplifier, posons
2
01, w=1, B=0, k=02
mw

On obtient graphiquement

q(t)
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5.7 Exercices

—

5.1.

5.2.

Oscillateur anharmonique

Nous étudions un systéme unidimensionnel composé d’une masse m et d’un ressort. Le ressort n’est
pas parfait de telle sorte que des effets anharmoniques se font sentir un peu. Ces effets contribuent
un terme yz> /3 4 I’Hamiltonien. Etudiez- en les effets par perturbations

Perturbations sur un pendule

A T’aide de la méthode canonique de perturbations déterminez, en premiére approximation, le
changement en fréquence du pendule plan lorsqu’on commence a tenir compte de I’amplitude finie
du mouvement. Déterminez les contributions de 1’énergie, de la masse et de la longueur du pendule
sur ce changement de fréquence.
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1
MOUVEMENT D’UN SOLIDE INDE-
FORMABLE

6.1 Degrés de liberté du solide
—

Jusqu’ici nous n’avons considéré que des particules ponctuelles en nombre relativement
petit. Nous allons maintenant permettre aux corps physiques d’avoir de véritables dimensions
physiques, telles des longueurs, largeurs et épaisseurs. Nous allons cependant nous limiter
aux solide indéformables, ce qui est une approximation de la réalit¢ physique, mais une
approximation souvent trés valable. Nous considérerons donc que chaque point du corps
solide demeure a distance constante de tout autre point du méme corps solide. Il n’y a pas de
déformation.

En mécanique classique la structure microscopique du corps solide est sans intérét. On
peut donc le considéré comme constitué d’un grand nombre de petites particules ou comme
un ensemble continu de matiére. Par exemple, la masse d’un tel corps s’écrira

M= Zmi = /Vp(x)d3x 6.1)

ol m; serait la masse de la particule ¢, constituante du corps solide, et p(x) serait une densité
continue de masse (les unités de masse par volume). A 1’occasion nous utiliserons donc 1’une
ou I’autre notation. La notation discréte (3, ) est parfois plus pédagogique puisqu’elle fait
essentiellement la somme sur un grand nombre de particules ponctuelles, concept avec lequel
nous sommes maintenant familiers.

Dans I’espace physique a trois dimensions, une particule ponctuelle a trois degrés de
liberté. Dans le cas du solide indéformable on se convainc rapidement que 1’état du solide
peut se décrire par la position d’un des points du solide (3 degrés de liberté) et I’orientation
du solide indéformable par rapport a un systéme d’axes fixées en ce point, ce qui implique
trois autres degrés de liberté. Au total donc un solide a 6 degrés de liberté. (Il est tres
avantageux, pour assurer la simplicité des expressions qui vont suivre, de choisir le point
dont nous suivons le déplacement et par rapport auquel nous mesurons 1’orientation du solide,
comme étant le centre de masse du solide). Si on visualise le solide comme étant constitué
de N particules, on devrait avoir a priori 3N degrés de liberté. Le fait qu’il n’en reste que
6, résulte de I’ensemble de contraintes qui font que chacune de ces particules est toujours a
égale distance de chacune des autres.

Pour décrire ces 6 degrés de liberté nous procéderons de la facon suivante. Imaginons un
premier systéme de référence, noté XY Z, fixé dans le laboratoire et présumé inertiel. Fixons
ensuite solidement au corps en O un nouveau systeme de référence x;xox3 (voir figure 6.1).
Ce systeme se déplace et tourne avec le solide indéformable. Ce n’est donc généralement pas
un systeme inertiel mais comme il est solidaire du solide il apparait comme immobile a un
observateur se trouvant sur le solide. Pour faciliter le travail a venir, nous centrerons souvent
le systéme x1xox3 sur le centre de masse du solide et définissons R comme la position
du centre de masse du solide dans le systtme XY Z. r est la position d’un point P de ce
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Figure 6.1 A

Systéme de référence inertiel du laboratoire, noté
XY Z, et systéme de référence z;xz2x3 en rota-
tion autour de 2 et fixé au corps en O.
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solide, mesurée dans le systéme inertiel XY Z. Notons par z la position de ce méme point P
mesurée dans le systéme z1x223. Comme ce dernier est fixé au corps,  est constant (mesuré
dans z12223). Lorsque le solide se déplace, le point P se déplace. Vectoriellement, on voit
que
r=R+x.

Pour mesurer un déplacement dans le systéme inertiel, dr, nous le décomposons en déplace-
ment du point O, dR, plus un changement possible d’orientation du solide, dy , mesuré par
rapport a I’axe de rotation passant passant par O. Alors

dr=dR+dp xx ou dy=-e, dy (6.2)
ce qui nous donne
. d dR dp
V_r_ET_EJFEXX:VJFQXX (6.3)
ou
v=V+Qxx (6.4)

Si R mesure la position du C.M., ¢’est-a-dire si O est positionné sur le C.M., alors V est la
vitesse de C.M. et correspond a une translation du solide comme un tout. €2 est la vitesse
angulaire du solide et sa direction, comme celle de dp coincide avec I’axe de rotation du
solide. Notons qu’elle n’est pas constante en général. Comme le systéme zjzox3 est fixé
dans le solide, 2 est également la vitesse angulaire de la rotation de ce systéme. Ce résultat
ne dépend en aucune fagon du fait que nous ayons centré le systéme x;zo23 en O, le C.M.
du solide. Nous aurions pu choisir ici un autre centre O’déplacé de O par une longueur a au
sens ou la position x” du méme point P est reliée a x par

x=x+a. (6.5)
Puisque
r = R +%
= R+x
R+ (x' +a)
alors
R=R' —-a
Donc
dR = dR/ (6.6)
Nous aurions alors au lieu de (6.4), mais dR. = dR’
v=V+4+Qx X' +a)=V+OAxx' +Q2xa. (6.7)
D’autre part, a partir de la forme de (6.4) nous pouvons écrire
v=V 4+ xx (6.8)
ce qui nous force a identifier, v étant identique a lui-méme et a arbitraire
V =V+Qxa Q=0 (6.9)

La deuxiéme de ces équations est importante puisqu’elle nous indique que la vitesse angu-
laire de rotation est totalement indépendante du systéme x;zox3 (fixé dans le solide) choisi.
A un moment donné, tous ces systémes tournent donc autour d’axes paralléles les uns aux
autres (de direction donnée par celle de €2) avec une méme vitesse angulaire 2. Cette pro-
priété d’absolu dans la rotation du solide ne se retrouve pas dans la translation du solide
puisque V' # V. Notons qu’en général, lorsque le solide se déplace, €2 n’est constant ni
en direction ni en longueur. Il est parfois intéressant de choisir une origine O’ telle que
V'’ = 0. Instantanément le mouvement apparaitra comme une rotation pure autour de I’axe
défini comme passant par O’ évidemment. On appelle cet axe, 1’axe de rotation instantané
du corps. Cependant & partir de maintenant nous choisirons 1’origine O du systéme x;xox3
comme étant le centre de masse du solide, 8 moins que la chose ne soit clairement spécifiée.
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6.2 Energie cinétique
—

Considérons le solide comme étant constitué de points matériels discrets et calculons
I’énergie cinétique du solide, évidemment mesurée dans le systéme inertiel XY 7

1 2
T:§va (6.10)

part.

la somme porte sur tous les points du solide

1 1

_ 1 2 _ 2 2

T_Qva _QZmava
part. a

mais pour simplifier I’écriture nous laissons tomber les indices identifiant ces points. Nous

nous sommes évidemment placés dans le référentiel inertiel et v = v2 ou v est défini par

I’équation (6.4), ce qui donne

1 2 1
T o= I m vk = L (VA  (Va 2k
part. part.
1 9 1 2
= §§mv +mzan-(Qxx)+§man(Qxx) : (6.11)

Les vitesses V et €2 sont les mémes pour tous les points et peuvent donc sortir des sommes.
Ainsi le premier terme devient

1 , V2 MV?
part. part.

ou M = masse totale du solide.
Le deuxieme terme devient, par la propriété des produits triples

ZmV- (2 xx) = me- (VxQ)

part. part.

(VX)) mx=0 (6.13)

part.

parce que la somme est nulle, ayant choisi I’origine du référentiel 1223 au centre de masse
du solide. Pour le troisiéme terme nous développons le carré du produit vectoriel

1 1
EZm(Qxxf:§Zm[92x2—(ﬂ-x)2} . (6.14)
part. part.
Au total (6.11) devient donc, lorsque (1 x2x3) est centré sur le C.M.,

MV? o1 2
T==3 +§p;m[n“(n-x)] (6.15)

Le premier terme est 1’énergie cinétique de translation du solide. Ce serait le seul terme si
toute la masse du solide était concentrée au C.M. Le deuxiéme terme est 1’énergie cinétique
de rotation, donc

T = Tem + Tt (6.16)
Etudions la forme de T} en décomposant les vecteurs selon les axes x1xox3 puisque Tro est
une énergie cinétique de rotation impliquant certains concepts d’inertie qui seraient propres
c’est-a-dire intrinséques au solide. Les composantes de 2 et de x seront donc selon les axes
du référentiel Oz1x5x3 (notons que 7' demeure mesuré dans le systéme inertiel)

1
T = 3 > m [ QiQmim — Qi Qpaiay]
part.
1
= 5 Z m [QiQkéikxm — QiQkibi.’Ek] . (617)
part.
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Figure 6.2 a
Le tenseur d’inertie est diagonal par un choix ju-
dicieux du repere Oz xorx3/.
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Les coordonnées? x; dépendent de la particule sur laquelle on fait la somme mais 2,2, n’en
dépend pas et peut sortir de la somme sur les particules, ce qui donne

1

Tt = §Qi9kzm[5ik$lﬂfl — @]
part.
1 1 1

Cette expression a la forme usuelle d’une énergie cinétique mais le rdle d’inertie joué par 1
est plus compliqué que dans le cas des translations. Ici I s’appelle le tenseur d’inertie et on
identifie ses éléments
L, = Zm (12105 — vixk] = Tii- (6.19)
part.
On dit qu’il est un tenseur parce qu’il a deux indices. On peut dés lors lui donner une
représentation matricielle

Ly Lo I
I=\| Iy Iy I3 |. (6.20)
I31 Iz Isg
Si on écrit aussi
M
Q=1 Q0 | =07 =(Q1,0,0) (6.21)
Q3
alors on peut écrire
1
Trot = §QTIQ (6.22)
A partir de (6.19) on calcule directement
Sm(ad+ %) =Y maias — > mziz3
I= =Y mzoxy  Yom(z+a3) = maszs (6.23)
=Y maszy — Y mazzy Y m(x]+ x3)

N e e r o . : : 9 b\ 4
ouici, on a allégé la notation par me — > . On voit aussi qu’on peut passer a une notation
et un calcul continus ou la matiére est réputée étre distribuée de fagcon continue dans le solide
selon une densité p(x) = p(x1, x2, x3). On écrit alors

I = / p(x) (116, — 2y drdasds (6.24)
1%

11 est possible de choisir le référentiel Ox12223 en ’orientant de telle sorte que I est diago-
nal

L 0 0
I=( 0 L, o (6.25)
0 0 Iy

Les éléments I1/ 1o/ et I3 sont en fait les valeurs propres de la matrice (6.23). Ici nous avons
noté prime (') le référentiel (voir figure 6.2) qui garantit que le tenseur d’inertie est diago-
nal : Ozy/zoxs3. On appelle ces trois directions, Ox1/, Oxo et Oxz les axes principaux
(d’inertie) du solide et I/ Io/ et I3 les moments principaux d’inertie. Si on choisit le dif-
férentiel Oxqxox3 pour coincider avec les axes principaux alors T, devient scalaire (plus de
matrice!)

1 2
Tiot = 511-/(21-,. (6.26)
Pour alléger la notation il sera entendu dans ce qui suit que, lorsque les éléments du tenseur
d’inertie apparaissent avec un seul indice, c’est que nous aurons choisi de faire coincider le

référentiel fixé au corps et les axes principaux. Nous laisserons tomber les primes (') pour
écrire simplement

1
Trot = 511‘0@2- (6.27)

2 Dans ce chapitre, nous utilisons la notation d’Einstein ot un indice répété dans un terme est automatiquement

sommé a moins d’avis contraire, ainsi ;Q, 0, ;2] = Ei_j_l Qi Qo)
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6.3 Axes principaux et tenseur d’inertie

—

Il n’est pas nécessaire de deviner a priori la direction des axes principaux. Lorsque le
solide a certaines symétries la direction de ces axes est parfois évidente. Il est toujours
possible de choisir arbitrairement un systéme Ozixoxs et de déterminer par rapport a ce
dernier la direction des axes principaux.

On calcule d’abord les éléments de I par rapport au systéme d’axes choisi, ce qui nous
donne I;; qu’on retrouve en (6.19), (6.23) ou (6.24). On remarque d’abord que la matrice
(6.23) est symétrique c’est-a-dire

Liyy = Ini; (6.28)

Aprées diagonalisation de la matrice I, on obtient les valeurs propres de cette matrice qui
seront tout simplement les éléments I, I5 et I3 de I sous sa forme diagonale, .

De fagon plus technique nous dirons qu’il existe une matrice U, avec son inverse U %,
telle que U~ = U : unitaire

Iik réel

Ul =1p: (6.29)

On parle alors de la diagonalisation de la matrice I. Dans le cas des moments d’inertie, la
matrice U est une matrice de rotation en 3D, ¢’est-a-dire une matrice réelle orthogonale 3 x 3
donc U est un élément du groupe O(3), U € O(3). Ici

vt=ut=yu"

diagonale.

Reprenant 1’expression pour Ty
1
T = 910

1
= 5QTU*UIU*1 U
NN —A ~

Q/t Ip Q
= %Q’TIDQ’ (6.30)
= %Q’TIDQ’ (6.31)

ou =UN.
Strictement ceci termine I’opération puisqu’en (6.30) nous avons 7} écrit en utilisant Ip.
On voit qu’ici

Q. Uil U112 U3 0
Q/ =UQ = QQ/ = U21 U222 U923 QQ (632)
Qqr U3l U2  U33 Q3
ou encore
Qi = w111 + w1202 + w1383
Qo = u21 1 + u2202 + ua3fls

Qa3 = u31Q1 + uzoQs + ugsls.

Le systéme prime Ox1/zo x3 qui définit les axes principaux du solide est obtenu du sys-
téme original par une rotation du systéme original a condition que I’origine O ait été choisie
comme le C.M. du solide (voir figure 6.3). Autrement il faudra effectuer d’abord une transla-
tion vers le C.M. Evidemment le vecteur ne bouge pas lors de cette rotation qui n’est en fait
qu’un simple réalignement des axes du référentiel fixé dans le solide. Il n’a rien a voir avec
le mouvement de rotation du solide.

Techniquement tout repose sur la matrice U, ce qui est relativement simple puisque les
colonnes de U ! sont tout simplement les vecteurs propres de I. Ceci se vérifie immédiate-
ment en rappelant (6.29)

UIv=t=1p (6.33)

Figure 6.3 a

Le systeme prime qui définit les axes principaux
du solide est obtenu par une rotation du systeme
original dont I'origine O est le C.M. du solide.
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qu’on multiplie par la gauche par U ! ce qui donne
It =vu"'I1p. (6.34)
11 s’agit d’une égalité entre 2 matrices 3 x 3. Ecrivant v; ; pour les éléments U ~*
V11 V12 V13
Ul=| var va2 w23
V31 V32 U33
nous explicitons (6.34) mais en ne spécifiant ici que la premiére colonne des deux matrices
produites ce qui donne

Liyvir + Ligvor + ligvgn -0 e Liv "
Iiviz + Ipgvog + Ipzvgg +o- <o = Livyy v oo (6.35)
I31v13 + I3ov93 + I33v33 -+ -+ vz -

Si deux matrices sont égales c’est que tous leurs éléments sont égaux et par extension les
¢éléments d’une colonne de I’'une sont égaux aux éléments d’une colonne de I’autre. Consid-
érons la premicre colonne de chacune des deux matrices ci-dessus et égalons I’une a ’autre.
On constate immédiatement qu’il est possible d’écrire 1’égalité entre ces deux colonnes sous
la forme

Iy L I3 V11 V11
Ioy Ipa In3 V21 =1 V21 . (6-36)
I3y I3p I3 V31 V31

Si nous écrivons V; pour la 11 colonne de U~ ¢’est-a-dire (ne pas confondre V; avec une
composante du vecteur vitesse)

V11
V1 = V21 (637)
V31
cette équation s’écrit
IV, = LVy;  I; = unnombre (6.38)

ou I; est la 1 valeur propre de la matrice I alors que V; est un vecteur colonne. C’est
I’équation type du probléme aux valeurs propres. Pour résoudre on obtient d’abord les valeurs
propres de I et ensuite on obtient les éléments (non normalisés) de V; a I’aide de (6.36) ou
(6.38). Nous aurons ici 3 équations de ce type a partir de (6.35), une pour chaque valeur
propre I; avec son vecteur propre V; qui constitue la '™ colonne de U .

La séquence d’opérations est donc la suivante:

1. Choisir un référentiel centré sur le C.M., Oz 1x2x3 par rapport auquel on calcule les 1;;;
i,7 =1,2,3, éléments de 1.

2. Calculer les valeurs propres de cette matrice, ce qui nous donne Ip qui n’a que les élé-
ments diagonaux I, I et I5.

3. Calculer les vecteurs propres Vj, de I, chacun correspondant a une des 3 valeurs propres,
I, I et I3 en utilisant
IV =LV,
Ceux-ci correspondent aux axes principaux dans le référentiel Oz xox3.

4. Les V;, sont les colonnes de la matrice U~ que nous pouvons inverser pour avoir la
matrice U, une matrice qui représente une rotation.

5. Puisqu’une rotation représentée par U transforme les coordonnées d’un vecteur v dans
Oz12223 en coordonnées dans Ox1/ xarx3, soit v/ = Uw, il est facile d’obtenir les
vecteur de base du référentiel Ox1xox3 dans le repére Ox1/xo x3 . Inversement, une ro-
tation représentée par U ~! transforme les coordonnées d’un vecteur v/ dans Oz xo/ 23/
en coordonnées dans Ox;xax3, soit v = U~ v/ eton peut obtenir les vecteur de base
du référentiel Ox1/xo x3 dans le repére Oxixoxs.

En effet, il est facile de démontrer que les vecteurs de base du référentiel Oxy/xo x5/
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1
correspondent aux axes principaux. Par exemple, pour le vecteur de base V/ = | 0 | dans
0
la direction de I’axe principal 1 dans le repére Oxy/xo/x3 , On trouve
v = U W
1 V11
Ul = Ut o ]|l=( v |=W
0 V31
De la méme fagon, on a
0 0
Vo=U"1]1 et Va=U"'[ 0
0 1

—1 VY Remarquev |

Remarque 6.1

La rotation représentée par U est généralement par rapport a un axe qui n’est pas un des
axes de Ox1zox3 Ni de Oz o w3, 1l est cependant toujours possible d’opérer cette
rotation a I’aide de 3 rotations successives faites autour d’axes choisis. La facon la plus

courante est celle des angles d’Euler.

Laissant tomber les prime (') et supposant que les axes du systéme Ox1xox3 coincident
avec les axes principaux la définition générale des éléments de I;; en (6.19,6.23,6.24) est
toujours valide sauf que seuls les termes j = ¢ ne seront pas nuls, nous les avons notés avec
un seul indice

Ii=Ti =Y m(zz — ) (6.39)

part.
ou il y a une somme sur [ mais non sur ¢. Ainsi trivialement

L= Yt

part.

I = Y m(z}+a3) (6.40)
part.

I = ) miai+a3)
part.

et on note qu’aucun des ces I; n’est plus grand que la somme des deux autres; tout au plus
est-il égal a cette somme. Lorsque I; = I3 = I3 on dit que nous avons une toupie sphérique.
Si deux seulement des moments d’inertie sont égaux, on parle d’une toupie symétrique et si
les trois sont différents, d’une toupie asymeétrique.

Une remarque importante s’impose ici. Nous avons réussi en (6.15) et (6.18) a écrire
1 1
T= EMV2 + 5Iik(ziQk (6.41)

expression qui n’est valide que si le référentiel intrinséque est centré sur le centre de masse,
O. Cependant, pour calculer les I;, il peut s’avérer utile d’utiliser d’abord un autre référen-
tiel, également intrinséque mais centré sur une autre origine O’ et dont les axes sont paralléles
au premier. I1 s’agit donc ici d’une translation du référentiel et non d’une rotation (voir figure
6.4). Appelons a le déplacement OO’, de telle sorte que

x=x+a=uz; =2, +a. (6.42)
On sait que
Iik = Zm(wlxléik — a:lxk) (6.43)
part.

T3

/

/ Ty

—a

\\

Z,
Ty

8

Figure 6.4 A
Translation du référentiel.
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simple: rotateur ou la masse du solide est
essentiellement répartie sur une droite.

MOUVEMENT D’UN SOLIDE INDEFORMABLE

Par rapport au systéme prime nous aurons

! ! ! !
ik = E m (w0 — TTy)
part.

= Zm (1 — @) (1 — ap) i — (mi — a;) (x, — ag)]

part.

= Z m[xxdik — 0k — 201055 Z may
part. part.
—ay Z mxy, — ak mei + (ara1d;, — a;a) Zm
part. part. part.
= L, + M(alaléik — aiak) (644)
~—~
cM
ou Y ma; =0et )y m = M. Cestle fameux théoréme des axes paralléles.
Nous savons donc écrire 1’énergie cinétique du solide en (6.41). Si le référentiel intrin-
séque correspond aux axes principaux alors cette expression se réduit a

1 1
T = 5Mv2 + 5@9?. (6.45)

Deux types de forces peuvent étre présentes dans le systéme; des forces de cohésion
particule-particule dans le solide dont le résultat global sur le solide est nul & cause du principe
d’action-réaction comme nous I’avons vu au chapitre . Il reste les forces externes et si ces
forces sont dérivables d’un potentiel U alors on peut écrire le lagrangien

1 1
L= 5MV2 + 5@9? —U. (6.46)

Nous y reviendrons plus tard.

6.4 Moment cinétique d’un solide

—

Le moment cinétique dépend du point par rapport auquel il est défini. Dans I’étude du
mouvement du solide il apparait raisonnable de choisir ce point a I’origine du référentiel
intrinséque qu’en (6.46) nous avons choisi pour coincider avec le C.M. du solide (voir figure
6.5). Nous avons noté x la position d’un point P mesurée a partir de O. Le moment cinétique
du voisinage de ce point matériel est

Lp=mxxv. (6.47)

Ici, la vitesse v est uniquement celle due a la rotation du solide, rotation que se fait a la vitesse
de rotation instantanée et par conséquent v est ici v = €2 X x qui ne permet pas de changer
la longueur de x comme il se doit puisque nous avons un solide rigide et donc, sommant sur
tous les points matériels nous aurons pour le moment cinétique

L=> mxx(2xx). (6.48)
part.

Explicitant chaque composante du triple produit vectoriel nous avons

L, = Zm (21219 — z321Q)
part.
= Y m(@mbih — v
part.
= O m(mwdy — vivy) (6.49)
part.
et donc
L; = I;;Q. (6.50)
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Evidemment si nous avions choisi de faire coincider le référentiel intrinséque avec les axes
propres du solide nous aurions simplement

Ly =L, Lo=1Qs Ls=IL0s. (6.51)

On voit donc qu’en général (sauf pour une toupie sphérique) la direction de L ne correspond
pas a celle de 2. C’est 1a une différence dramatique avec le mouvement d’une particule et
ce seul fait introduit déja des différences notables entre le mouvement de la particule et celui
du solide. Etudions bri¢vement la situation qui prévaut dans trois cas simples sans forces
extérieures, c’est-a-dire le lagrangien se limite a 1’énergie cinétique. Dans un tel cas on peut
faire coincider les origines des référentiels inertiel et intrinséque puisque le C.M. ne sera
soumis a aucune accélération: V = 0.

@ Exemple 6.1
La toupie sphérique (essentiellement une sphére) a ses trois moments égaux Iy = o = I3 = [ et

par conséquent
L =IQ. == LI (6.52)
En I’absence de force/torque extérieur, L est une constante. Il en va de méme de €2. La toupie
sphérique libre tourne tout simplement par rapport a un axe fixe défini par L ou €2 (le méme axe) a

vitesse constante.

@ Exemple 6.2
Un autre cas simple est le rotateur ou la masse du solide est essentiellement répartie sur une droite. Figure 6.7 A
Placant les axes principaux comme sur la figure 6.6 on voit que Iz = 0. I1 = I = I. De plus La toupie symetrique.
Q3 = 0 puisque la rotation d’une droite sur son axe est comme la rotation d’un point et n’a pas de
sens (du moins classiquement). La vitesse de rotation n’a donc que des composantes 21 et 2o et
Q se trouve dans le plan 1 Ox2 comme d’ailleurs L et £2 sont colinéaires comme dans le cas de la
toupie sphérique:

0= (Q1,92,0) = Q || plan z1 Oz
L=IQ — L| Q

—®
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Figure 6.8 a
Laxe Ox3 et le vecteur Q balaient un cone autour
del.

Figure 6.9 a
Vitesse angulaire de rotation et de précession.
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@ Exemple 6.3

La toupie symétrique (voir figure 6.7) est un véritable obiet en trois dimensions (un beignet, un ballon
de football sont des toupies symétriques) caractérisé par un axe de symétrie que nous choisissons
comme Oxs. Ainsi It = I # Iz avec Iy, 1> et Iz # 0. En I’absence de torque c’est-a-dire en
rotation libre L. = constante. Pour décrire qualitativement le mouvement nous figeons le temps au
moment ou le plan LOx3 est perpendiculaire a I’axe Ox2

plan LOz3 L Ox»
c’est-a-dire correspond au plan z1Ox3
plan LOz3 L plan x1O0xs.

A ce moment Ly = 0 mais puisque Ly = I>: nous avons 22 = 0. Donc le vecteur € est
alors également dans le plan LOx3.La propriété que L, 2 et Ox3 sont dans le méme plan a été
obtenue facilement a la suite d’un choix particulier d’orientation de I’axe Ox2 mais il s’agit d’une
propriété indépendante de ce choix qui reste vraie pour tout le mouvement. Ainsi tout point sur
I’axe de symétrie Oxs. identifié par x, a une vitesse donnée par €2 X x,, qui sera nécessairement
perpendiculaire au plan L20x3

Q X x, L plan Q0x3 = plan LOz3

et puisque L est constant, en longueur et en direction le mouvement sera forcément tel que 1’axe de
symétrie Oxs tournera autour de la direction donnée par L, dessinant un cone autour de la direction
constante, L. Ce mouvement est appelé précession naturelle de la toupie symétrique. Le mouvement
de la toupie se décompose donc en rotation de la toupie autour de son axe Ox3 plus la précession
autour de L, on décompose €2, qui est dans le plan LOx3s.selon Oxs et selon L qui ne sont en
général pas orthogonaux. Pour faire le calcul, on se replace au moment ot Ox1 est dans le plan LE2.
Selon la figure 6.9, clairement

_ Ql _ iy .
cosy = Q, = cos( 5 0) =sin6 (6.53)
donc G
Q= Qsind = Q, = ﬁ (6.54)
Nous avons également (voir figure 6.10)
sinf = % - Ifl (6.55)
donc a I
Q=M oL T (6.56)

—
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6.5 Approche vectorielle et équations d’'Euler

—

En pratique on cherche toujours I’approche la plus simple. Par exemple si le solide étudié
n’est pas attaché en un point alors on utilisera comme point d’ancrage du systéme intrinséque
celui qui décompose 1’énergie cinétique en un terme de translation plus un terme de rotation.
Evidemment si le solide a un point fixé dans un référentiel inertiel, un tel point devient naturel
pour définir une origine.

Il n’en demeure pas moins que pour établir des équations de mouvement nous devons nous
référer a un référentiel inertiel, quitte a traduire ensuite en termes de quantités mesurées dans
un référentiel non inertiel si on choisit de le faire. Notre solide a 6 degrés de liberté que nous
avons noté en page 141 par X, Y, Z, x1, x2, x3. Donc en principe 6 équations de mouvement.
Nous les établirons ici vectoriellement, a la Newton en considérant P et 1. Rappelons que P
est le moment linéaire total

P=> p=MV =Pey. (6.57)
part.
Nous avons déja vu au chapitre 1 que
. dP -
P == F : laforce extérieure. (6.58) T3
L
On solutionne ce probléme exactement comme dans la mécanique d’une particule. 11 n’y a ’ I
rien de neuf ici. Considérons maintenant 1, ¢’est-a-dire la variation dans le temps du mo-
ment cinétique/angulaire. Dans un référentiel inertiel ou du laboratoire que nous notons par 0
I’indice L L i
‘ e (6.59) L
L dt |
ou T est le torque extérieur. Nous référant toujours a la figure 6.1 nous pouvons écrire
L, =R xMV + L|g (6.60)  Figure 6.10 A

\ . . . . . L . Moment cinétique dans le repére du corps.
ou L|g, est mesuré par rapport au point O du solide qui sert a y ancrer le référentiel intrin-

séque mais le F' de I’indice SF signifie que les composantes de L sont prises par rapport a
un référentiel fixe (F), ¢’est-a-dire qui ne tourne pas avec le solide. A ce point-ci, cette nu-
ance n’est pas significative puisque L a une existence physique indépendante du référentiel
par rapport auquel nous en mesurons les composantes. Par contre, dans ce qui suit nous al-
lons le dériver par rapport au temps et la ¢a deviendra significatif, parce que dans un premier
temps nous voulons éviter les dépendances dans le temps provenant de la rotation des axes.
Nous avons donc :
L =RxMV4Rx MV + I';‘ =T
L \—/—/ SF
=0pcq R=V

:RxMV+q =,
SF

Ici nous allons nous limiter aux cas ou V = 0, ce qui veut dire que V = constante ou V =0,
ce dernier cas étant utile lorsque le solide a un point fixe dans un référentiel inertiel. Nous
gardons donc
L =T (6.61)
Nous avons cependant pris I’habitude déF décomposer Lg selon un systéme d’axes qui
tourne avec le solide avec la vitesse instantanée 2. Il s’agit toujours du méme vecteur, qui
a toujours la méme réalité physique mais tout simplement dans le calcul de la dérivée par
rapport au temps de ses composantes, nous devons maintenant tenir compte du fait que ces
axes tournent. Ils sont donc accélérés et de ce fait le référentiel n’est par inertiel. Ceci
implique une contribution de type Coriolis® Nous avons alors

L’ :L) F QXL =T (6.62)
SF S

3 voir notes de cours de Mécanique Classique 1, Repéres accélérés, chapitre 5

151



Chapitre 6 MOUVEMENT D’UN SOLIDE INDEFORMABLE

Gardant en mémoire que nous mesurerons toujours les composantes de Lg selon les axes
du référentiel intrinséque qui tourne avec le solide, nous laissons tomber I’indice .S et nous
écrivons simplement

dL
E+Q><L:‘r. (6.63)
Si les axes du systéme intrinséque coincident avec les axes principaux nous avons
L; = I;Q; (pas de somme sur 7). (6.64)
Ceci permet d’écrire (6.63)
d§); .
IZ-W + €12 L, = 7;  (pas de somme sur ) (6.65)

ou €, est le « tenseur antisymétrique ». En termes plus explicites nous avons ici 3 équations
Ly — QL — I3) =71
L3Oy — Q3O (I3 — 1) =79 (17 ligne avec (1,2,3) — (2,3,1)) (66)
I3Q3 — Qs (I — L) =75 (17 ligne avec (1,2,3) — (3,1,2))

Ce sont les équations d’Euler

Evidemment s’il n’y a aucun torque extérieur, ¢’est-a-dire 7 = 0 alors (6.65) se réduit a

L — (-1 = 0
LQ— (I3 —1) = 0 (6.67)
LQs — (L — L) = 0.

A I’aide de ces équations voyons si nous pouvons refaire le probléme de la toupie symétrique
. Rappelons que nous avons Iy = Iy # I3 # 0. Avec Iy = I5, (6.67) nous donne

I35 = 0 = Q3 = constante. (6.68)
De plus les deux premiéres équations de (6.67) deviennent
0N = —wQ (6.69)
D = w (6.70)
olw = 93(131;1[1), et
N = —w (6.71)
—w? (6.72)
et donc
Q1(t) = Acos(wt+ ) (6.73)
Qa(t) = Asin(wt+f) (6.74)

Donc 1/Q% + Q2 = A une constante qui est la longueur de la projection de la vitesse
angulaire € dans le plan x10z2 (voir figure 6.11). D’autre part (23 (projection de €2 sur
I’axe de la toupie) est une constante donc, c’est ’ensemble de €2 qui tourne autour de 1’axe
de la toupie a vitesse angulaire w.

Q3 = constante

21| = -constante

A premicre vue, ce résultat ne semble pas correspondre au résultat de la page 150 mais on
s’intéressait alors a la vitesse de précession de I’axe Ox3 par rapport a un axe fixe donné par
la direction de L. Ici nous avons tout exprimé (tous les vecteurs) selon leurs composantes
mesurées sur des axes tournants. Il faudrait savoir faire le lien entre les deux. C’est ce que la
méthode des angles d’Euler va nous apprendre a faire.

Figure 6.11 A
Projection de la vitesse angulaire dans le plan En premiére approximation, on peut appliquer ce méme genre de raisonnement au mou-
210z2. vement de la terre si on considére que (le torque di ) la force Soleil-Terre reste faible, donc

'V =0 est une approximation raisonnable. Aucun torque extérieur ne s’applique dans ce cas
et on peut utiliser (6.67). C’est que la terre n’est pas tout a fait sphérique (ni rigide) de telle
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sorte que
L~ <13 (6.75)
du fait de I’aplatissement de la terre si on prend 1’axe Ox3 comme son axe de rotation. En
fait LT
% ~ —0.003 (6.76)
2
et par conséquent, appliquant les résultats du probléme précédent, nous avons une fréquence
Is—1h
I

Or 2 ~ 1 jour et par conséquent, on devrait avoir
Q3

w=0 ~ —0.003Q;. (6.77)

2
Ty = == ~ 333 jours. (6.78)
w

De fait, un tel mouvement est observé mais son amplitude est trés faible, 1’amplitude du
déplacement du pole étant de I’ordre de Sm. D’autre part, la période est réellement
Tpr ~ 427 jours

mais cette différence est imputable au fait que la terre n’est ni rigide ni uniforme.

6.6 Angles d’Euler et approche lagrangienne

Il nous manque encore un outil, celui qui nous permettrait de faire systématiquement le
passage entre référentiels tournants et immobiles. Ce méme outil faciliterait aussi I’écriture
d’un lagrangien. Pourquoi? Mais parce que les moments d’inertie d’un solide sont constants

dans son repére intrinseque. Figure 6.12 & ‘
Repére fixe OXY Z, repére tournant Ox1zox3 et

Ici, nous ne nous intéressons qu’aux rotations. Nous faisons donc coincider les origines ~ angles d'Euler.
de OXY Z et de Oz1x2x3. Ceci semble indiquer que V = 0 mais en fait s’applique tant
que O peut étre I’origine d’un référentiel Oxxox3 de OXY Z c’est une rotation. Cette
rotation s’effectue instantanément par rapport a un axe. Malheureusement cet axe peut varier
en direction avec le temps. Les angles d’Euler permettent de représenter cette rotation (en
fait toute rotation) comme une séquence de trois rotations successives mais par rapport a des
axes dont il nous est possible de garder la trace.

Sur la figure 6.12 nous avons indiqué le repére fixe O XY Z et le repére tournant Oz z2x3.
e On y remarque de plus I’axe ou la droite ONN qui est la droite de contact entre les plans
XOY etxz10x5. On I’appelle la ligne nodale.
e L’angle ¢ est I’angle entre I’axe O X et cette ligne nodale suite a une rotation dans le
plan XOY, c¢’est-a-dire par rapport a ’axe O Z.
¢l 02
e L’angle 9 est I’angle entre cette méme ligne nodale et I’axe Ox;, mesuré dans le plan
x10x4, ¢’est-a-dire par rapport a ’axe Oxs.
12) | Oxs
e Quant a I’angle 0, c’est simplement 1’angle entre I’axe OZ et I’axe Ox3, il correspond
a une rotation par rapport a I’axe ON.

|| ON
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Sur la figure 6.13, les rotations successives menant au repére final S”” sont illustrées:

S (z,y,2) — S (2,2
— RZ(S") N ————
noir bleu

SNZ l’” " Z//
R,/ (0) _(;y_’l
vert

ua " 1 "
’ y )

— S’ :(ac
R, (¢)

rouge

ou la transformation correspond a
R4 (a) = rotation autour de ’axe A d’un angle a.

Donc nous avons ici des rotations successives par les angles d’Euler autour de 1’axe des z (en
noir), puis autour autour du nouvel axe de z’ (en bleu), et finalement autour de I’axe des 2"
(en vert) Tout vecteur v dans S peut alors étre représenté dans le systéme S”’ en utilisant la
matrice de rotation suivante

v"" — Rv
avec
C1 C351 5183
R= —C281 C1C2C3 — 8283 C1C283 + €389
51892 —C1C3S82 — C2S83 —C18283 + CcacC3

ou nous avons simplifié les éléments de matrice en écrivant
¢; = cosb; s; = sinf; 1=1,2,3.

avec les trois angles d’Euler 6, = 6, p, 1.

Sur la figure 6.12 nous avons indiqué le repére fixe OX Y Z et le repére tournant Oz xox3.
On y remarque de plus I’axe ou la droite ON qui est la droite de contact entre les plans XOY
et 10x2. On I’appelle la ligne nodale. L’angle ¢ est ’angle entre I’axe OX et cette ligne
nodale suite a une rotation dans le plan X OY, ¢’est-a-dire par rapport a ’axe OZ. L’angle
1 est I’angle entre cette méme ligne nodale et I’axe Ox1, mesuré dans le plan 1 Ox-, c’est-
a-dire par rapport a I’axe Ox3. Quant a I’angle 6, ¢’est simplement 1’angle entre I’axe O Z et
I’axe Ozs, il correspond a une rotation par rapport a I’axe ON. Ce sont ces axes par rapport
auxquels sont effectuées les rotations que nous avons représentés par ¢, et Décomposant
ces trois vecteurs de vitesse selon les axes mobiles de Ox1zox3 nous avons

0, =0costp; 0y = —Osiny; H3=0 (6.79)
P = psindsiny; ¢y = @sinf cos; (Y3 = pcosd (6.80)
by =0; Py =0; thg=1) (6.81)

Les composantes 21, 2o, et 25 de €2 sont simplement les sommes des composantes respec-
tives. Par exemple

Qi =0; + ¢, + P, (6.82)
c’est-a-dire
Q) = 9cos¢+apsin951nw
Qy = —Osiny+ psin @ cos (6.83)
Q3 = @cosh+ .

Nous avons maintenant complété 1’élaboration des outils qui sont nécessaires pour attaquer
plusieurs problémes impliquant le mouvement du solide. En choisissant les axes Oxjzox3
comme les axes principaux du solide, nous pouvons spécialiser ces expressions pour écrire
T:ot en fonction des angles d’Euler. Dans ce cas nous avons

1 1 1
Trot = 5119% + 51293 + 51393. (6.84)
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Par exemple, pour la toupie sphérique ou /1 = Is = I3 = I nous avons
1. /. . .
T = 51 (92 + % 407 + 200 cos 9) . (6.85)
Pour la toupie symétrique ou I; = Is # I3 nous avons

Tt = %Il (92 + % sin? 9) n %Ig (121 + cos 9)2 . (6.86)

155



Chapitre 6

MOUVEMENT D’UN SOLIDE INDEFORMABLE

6.7 Exemple
—

@ Exemple 6.4

156

Comme exemple d’application, retournons au cas de la toupie symétrique (I; = I» # I3) libre dont
le centre de masse est au repos. Choisissons ’axe OZ du référentiel pour qu’il coincide avec la
direction du moment cinétique L donc

L= Lez: uneconstante. (6.87)

—

Se référant a la figure 6.12, on trouve trivialement

Lg = Lcosf = IgQg. (688)
Le role du lagrangien sera joué par T, de la toupie symétrie ci-dessus
1 . 1 . 2
L =T =50 (92 + P2 sin? 0) + 50 (w + ¢ cos 9) . (6.89)

(aucune énergie cinétique de translation et aucun potentiel).

On constate que 9 et ¢ sont cycliques et par conséquent py, et p,, sont des constantes

oL _—
Doy = % =13 (¢ + ¢ cos 0) = 1323 = constante (6.90)
Q3

puisque pour des variables cycliques

oL _y — i(ai):dﬂ:o
o dt \ oy dt
Par conséquent

LcosO = 1303
est une constante, donc cosf est une constante, donc 6 est constant. De la méme fagon,
calculant

13 )
Dy = g—¢zll¢sin29+13 (w+gbc059) cosf
= I, psin® 0+ I3Q5cosf = constante (6.91)

ou I1, 6 et I3Q23 sont des constantes donc ¢ = constante. L’angle ¢ indique une rotation du
référentiel intrinséque, donc du solide, par rapport a un axe OZ fixe choisi dans la direction
de L. C’est donc une précession du solide ou si on préfére de I’axe de symétrie Ox3 du solide
par rapport a cet axe fixe. De toute évidence il s’agit de la méme précession que celle étudiée
en page 150. Elle est toutefois différente de celle étudiée en page 152 ou on étudiait une
précession de 1’axe de rotation instantanée par rapport a I’axe Ox3 c’est-a-dire par rapport
a I’axe de symétrie du solide. Dans ce dernier cas nous avons vu que I’axe de rotation de
la terre, qui ne correspond pas a I’axe de symétrie de la terre (axe des pdles), tourne autour
de cet axe de symétrie avec une période de rotation de 1 an. Ceci n’interdit pas a I’axe de
symétrie de la terre d’effectuer une précession par rapport a un axe approximativement fixe
qui serait celui du moment angulaire. Une précession libre de ce type se ferait avec une
vitesse angulaire .

11 convient donc d’étudier celle-ci d’un peu plus prés. En fait nous connaissons la réponse

L
o= I L et I; = constantes. (6.92)
1

Le vecteur L est constant et on peut le décomposer selon le systéme d’axes que 1’on veut.
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Choisissant le référentiel intrinséque nous savons que
L=051Q + Qs+ 1303 (6.93)
ou €2; = Qe . Or, ces trois axes sont orthogonaux et ici Is = I3, donc
L?=L-L=1I{(Q} +Q3) + 1303 = constante (6.94)
que I’on peut récrire en fonction des angles d’Euler
. ) 2
L?’=L-L=1} (02 + ¢%sin? 9) + 12 (w + ¢ cos 9) = constante (6.95)

ol § = 0 (9 = constante) et nous savons déja par la définition de p,;
Dy = I3 (1/1 + ¢ cos 9) = I3Q03 = constante

que le deuxiéme terme est simplement égal a 1503 = L3, donc
L% = I}¢p%sin? 0 + L2. (6.96)
Sachant que L3 = L cos 6 et isolant (2, nous obtenons
L?(1 —cos?0) L2
.2
— == 6.97
v I? sin? 0 12 (6.97)

c’est-a-dire I I I Q
. 3 3 Sl3
= =—_— = —_— . 6-98
14 Ii Iycos® I;cosf ( )
Par exemple, lorsque I; ~ I3 et que la vitesse de rotation est essentiellement w ~ €23 (le cas

de la terre) alors

I

P Swaw. (6.99)

L

Pour la terre, w ~ 2% Ainsi dans le cas libre il y a une précession de 1’axe de symétrie par
jour

rapport a un axe dont la direction est donnée par le vecteur moment angulaire constant L, et
cette précession a une vitesse angulaire donnée par ¢. Dans le cas de la terre, cette précession
fait que I’axe de symétrie de la terre tourne autour de L approximativement une fois par jour.
Toujours dans le cas de la terre, il y a une autre précession causée par un torque cette fois,
résultant de 1’action de la lune et du soleil sur une terre non sphérique. Cette précession, dite
des équinoxes est de plus grande amplitude mais a une période d’environ 26,000 ans. Elle
est donc faible et il était raisonnable en premiére approximation de la négliger et de parler de
“toupie libre”.

La situation n’est pas encore lumineuse. En effet en page 152 nous avons étudié la pré-
cession libre a I’aide des équations d’Euler et obtenu une période de précession de 1’ordre
d’une année pour la terre. C’est suffisamment différent de la période d’environ une journée
obtenue ci-dessus, apparemment dans les mémes conditions, pour se poser la question de la
cohérence entre ces deux résultats. Physiquement, la situation est effectivement différente.
La période d’environ 1 journée ci-dessus est celle de la précession de 1’axe de symétrie de
la terre par rapport a I’axe défini par la direction de L. En page 152 nous avons étudié la
précession du vecteur 2 , tel que

Q=019 ou Q=0, +Q, (6.100)

par rapport a ’axe Ox3, lui-méme mobile. Cette précession apparait dans la dépendance
dans le temps de €5 et Q5

O = Asin(Qpt +0) (6.101)
Qy = Acos(Qyt +0). (6.102)
Etudions donc ici ce que nous obtenons pour 4 (). De (6.83)
Q1 = 0cost) + psinfsinp. (6.103)
Ici @ = constante = 0, donc § = 0 et p = I—Ll et donc
Q1 = ¢sinfsiny = I£1sin90 sin . (6.104)

Chapitre 6

Figure 6.14 A

Toupie symétrique: repere fixe OXY Z, repére

tournant Oz z2x3 et angles d’Euler.
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Recherche de ¥(t) :
Rappelant la définition de p,, déja obtenue (6.90) nous avons
py = I3 (1l)+gb0059>
= I3Q3 = L3 = Lcosé. (6.105)
On peut y isoler ¥ en remplagant ¢ = I_L1
. 1 L
v = —|Lcosf — I3cosf— (6.106)
I3 L
LcosO (I; — I Ls (I; — I
_ LeosO(lh—13) Lz (I —13) (6.107)
I3 L Iy L
avec L3 = I3€)3 nous avons
. L -1 L -1
SO Ci Rt () :>¢=93Mt+¢0 (6.108)
Il Il
Nous avons donc pour 24 (¢)
L L -1
Q4 (t) = = sin g sin {Q;;Mt + %} . (6.109)
I I
Nous identifions donc, comparant (6.109) a (6.101) et (6.102)
Lsinf L -1
A = | Esnbol s o = (B (6.110)
Il Il

Nous avons donc le méme résultat pour €22. Ainsi, le petit vecteur 2, dans le plan (non fixe)
210z tourne autour de ’axe de symétrie de la terre avec la fréquence (2, dont la période
est de 1’ordre d’un an.

6.8 Toupie symeétrigue pesante

—

C’est I’exemple typique de tout manuel de mécanique. Ayant complété I’étude du mouve-
ment du solide libre, nous nous attaquons au mouvement du solide soumis a un torque. Pour
ce faire nous choisissons I’exemple le plus simple d’une toupie symétrique dont la pointe est
fixe et placée dans un champ gravitationnel uniforme. Comme la pointe est fixe, nous allons
I’utiliser comme 1’origine a la fois pour le systéme inertiel O XY Z et pour le systéme intrin-
séque Oz 1223 qui lui, tourne avec la toupie (voir la figure 6.14). A priori ceci semble poser
un probléme puis que nous avions réussi en (6.41) a séparer 7" a condition que I’origine du
référentiel intrinséque coincide avec le C.M. du solide, ce qui n’est pas le cas ici. Par contre
ici, les deux origines coincident et donc R = 0, R= V =0 et il ne reste que T;or. De plus, le
corps étant symétrique, I’énergie cinétique de rotation peut s’écrire

1 1
T = 311 (9 +03) + 51503 6.111)

avec I = I, mais ici I; n’est pas égal au moment d’inertie calculé par rapport a 1’axe
principal 1: I, qui lui, passe par le C.M. Cependant, par le théoréme des axes paralléles on
calcule trivialement que le I qui apparait ici est simplement

Iy = Lipy + Mh? (6.112)

ou M est la masse de la toupie et h la distance séparant la pointe du C.M. Auparavant nous
n’avions pas I’habitude de spécifier « pr » pour alléger I’écriture nous retenons le symbole
méme si ce n’est pas un moment d’inertie par rapport a un axe principal.

zA En terme des angles d’Euler,

\ / Q= 0; + ¢, + Uy, (6.113)
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ou

O = écosw + ¢ sinfsiny

Oy = —Osiny + @ sin @ cos

Q3 = pcosl + 1.
donc

2402 = 0+ ¢Psin?0

Q2 = (’(/J + c,bcos@)2
et I’équation (6.111) est identique a (6.86) puisque I = I3
T = %Il (92 + % sin? 9) + %13 (z'p + pcos 9)2 (6.114)

tenant compte que I est défini en (6.112). Comme le champ gravitationnel est constant on
peut représenter son effet comme une force M g appliquée au C.M. Puisque la pointe est fixe,
cette force génére un torque ainsi L n’est plus une constante du mouvement. Pour écrire le
lagrangien nous n’avons besoin que de 1’énergie potentielle résultant de la présence de ce
champ de force, c’est simplement

V = Mghcosf (6.115)

et alors
1 . 1 . 2
L=k (92 + P2 sin? 9) + 51 (w + (cos 9) — Mghcos. (6.116)

Ici, comme d’ailleurs dans le cas libre, ¢ et v sont cycliques et par conséquent p, et py
sont des constantes du mouvement. D’autre part de fagon générale L= 7 (le torque) ou
7 =1 x F (voir figure 6.15). Or ici la force F est parallele a OZ, doncr x F L OZ et
Tz = (I' X F) 7= 0
c’est-a-dire
L 7 = constante
De plus cette force est attachée a un point se trouvant sur I’axe Ox3

T3:(I‘XF)3:0.
et donc

L3 = constante.
aussi. Nous avons déja remarqué (dans le cas libre) en (6.90) que

oL .
= — =1 ( + 'COSG)
Py op v+
= I3€Q3 = L3 = constante 6.117)
identifiant py, a L. D’autre part, il est également évident que
oL .
Pp = 9% = I psin? 6 + I (’(/} + c,bcos@) cos 6
¥
= Lz = constante. (6.118)

Combinant ces deux expressions nous obtenons
. Lz — Lscos6
(p = —m-—--

6.119
I, sin?0 ( )
et combinant (6.118) et (6.119) nous isolons ¢
N cosf
=—— ———(Lz— L3cos®). 6.120
= g (Lr — Lacost) (6.120)

Si on connait §(¢), on peut en principe intégrer (6.119) et (6.120) pour obtenir ¢(t) et 1 (t), ce
qui donnerait la solution compléte du probléme. Pour obtenir 6(¢) on peut utiliser 1’équation

de Lagrange
d (0L oL

Chapitre 6
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dont on ¢limine les ¢ et w al’aide de (6.119) et (6.120) pour avoir une équation différentielle
uniquement en 6, 6, 6.Alors

. . 2
L = i (92+<,b2$in29) YA (zp+¢acose) — Mghcosf.  (6.122)
2 2
1_.2 (Ly—Lscos)® L2
— ot 22O L S yrghcos. 6.123
2 T o emze a2, 9neos (6.123)
avece
d (9L )
L el I
dt (ae) 16
oL (L3 — Lz cos) (Ly — L3cos®) )
oL _ Mghsin 6
a0 I, sin® 6 + Mghsin

Isolant § dans une telle équation nous donne
(Ls — Lz cost) (Lyz — L3 cos?)
Il sin3 0

1,6 + Mghsin 6 (6.124)

= —%VBH(@) (6.125)
ce qui nous permettrait d’identifier (par définition) un potentiel efficace Vg(6) pour le mou-
vement en 6. Est-il besoin de dire qu’intégrer une telle équation différentielle est technique-
ment assez difficile. Il existe cependant une autre approche qui nous donne Vi plus facile-
ment. Rappelons qu’en présence d’un torque, L n’est plus une constante de mouvement mais

que I’énergie E continue d’étre une constante du mouvement la ou

E=T+V. (6.126)
Utilisant (6.114, 6.115, et 6.117) nous avons
I . I LZ
E=220" 4 Lo%sin20+ =2 4 Mghcosé. (6.127)
2 2 215
~—~

= const.

Puisque I’énergie est définie a une constante pres, on peut travailler avec
L?
E' =E— =2 — Mgh
or; Y

et a I’aide de (6.119) nous avons
ILi.2 (Lz—Ls 0059)2

E ==—=0 + — Mgh (1 —cos) =Ty + V; 6.128
2 oI, sin2t9 g ( Cos ) 0 [% ( )
définissant ainsi
I .2
Ty = 319

(Lz — L3 cos 9)2

Vo = — Mgh (1 —cosf),
’ 21, sin” 0 gh(1 = cosf)
un potentiel efficace Vj pour I’étude du mouvement en 6. Isolant 0
. 2
0=4/—(E—
(B V)

et en principe,on peut intégrer

0= [ =
7 (E' = Vp)

Ici aussi ’intégration méne a des intégrales elliptiques et on perd les propriétés du mouve-
ment dans les méandres techniques.

Heureusement il est possible de déterminer qualitativement les propriétés intéressantes de
ce mouvement. Avant de procéder cependant remarquons que si 8 = 0, Vp semble exploser a
cause du facteur sin® § au dénominateur. En fait, 4 = 0 les axes Ox3 et OZ coincident, et
Lz —L3cosf = 0. C’est donc une indétermination. On peut vérifier, par la régle de I’Hopital
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que le terme litigieux de Vy — 0 lorsque 6 — 0.
d(Lz—Ls cos 0)?

. . . a0 T .
Yo = e Mo (0 cosd)
. 2(Lz— Lscos®) Lzsind
= lim -
6—0 414 sin 0 cos 0
. (LZ — L3 COS@) L3
= lim
00 21 cos
= 0

Considérons maintenant le changement de variable suivant
U

u=cos = u=—0sinf—=0=——=— 6.129
T ( )
dans (6.128)
ILi.2 (Lz—Ls 0059)2
B o= Lot 2Z T Mgh(1 - cosf
2 + 21, sin® 0 gh( cos 9)
I, a2 (Lz — Lau)®
= — Mgh(1—
> (=) | 2h(1—2) gh{l—w),
puis isolons 7% pour obtenir
, 2(1 — u?) (Lyz — Lsu)®
2= o |- 4 Mgh(1-— .
U T ( (=) + Mgh(1—u) (6.130)
2(1 — u? Ly — Lsu)?
- M(E’—&—Mgh(l—u))—w (6.131)
I; I
Nous obtenons la forme
W? = (a0 — Bu) (1 —u?) — (b—au)’ = f(u). (6.132)
avec
2
o = Efﬂw%Mm (6.133)
1
2
g = 2 g (6.134)
1
Lz
b= 7 (6.135)
L
a = =2 (6.136)
L

Le terme de droite de (6.132) est une fonction f(u) c’est-a-dire un polyndéme cubique en
u dont le coefficient de u?, 8 > 0. Donc f(—00) — —o0 et f(+00) — +o0 avec deux

extrema entre ces deux limites. Puisque u = cos 6, seul le probléme de u compris u = —1 et
u = +1 nous intéresse. D’autre part en (6.132)
fluy=u*>0 ie f(u)>0 (6.137)

et nous sommes donc limités au domaine ot f(u) > 0 entre u; et ug. Pour qu’une situation
physique existe, il faut que ces deux conditions soient remplies

-1 < u<l1
flw) = 0
. Si tel est le cas et puisque § marque I’angle entre la verticale et I’axe de symétrie de la
toupie, cet axe de symétrie aura, par rapport a la verticale, un angle qui oscillera entre les
angles 6, et 05 ou
cosfy =wuy, cosfy = us. (6.138)
C’est ce qu’on appelle une nutation (voir figure 6.16). Rappelons qu’en (6.119) nous avons

précession

.. nutation
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Précession et nutation.
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obtenu pour ¢
. Lz —Lscosf
=2z (6.139)
I sin“ 60
Selon les conditions initiales qui déterminent L, et L3 et selon le domaine de variation
permis pour 6, donc pour cos 6 on peut identifier trois scénarios différents pour

1. Lz — L3 cos > 0 pour tout le domaine de variation de 6. Alors ¢ ne change pas de signe
et la précession est continue bien que de vitesse variable. (La méme chose est valide si
Lz — Lscos @ < 0 dans tout le domaine, on change simplement le signe de ¢).

2. Ly — L3 cos 6 change de signe entre 6; et 6. Parce que la fonction cos 6 est monotone
croissante entre —1 et +1, alors ¢(62) aura le signe inverse de ¢(6;). La précession
continuera de se produire mais avec des mouvements de va-et-vient.

3. Ly — L3 cos 0 ne change pas de signe dans le domaine 6; < 6 < 65 mais s’annule soit a
01 soit a f5. Dans ce cas la précession est toujours dans la méme direction mais marque
un temps d’arrét lorsque la nutation atteint une de ses valeurs limites (soit 67 soit ) 1a
ou ¢ s’annule.

Il est habituel de représenter ces trois situations a 1’aide de figures simples. On dessine une
sphére qui est celle que ’extrémité libre de la toupie peut générer (puisqu’elle a une pointe
fixe) et sur la surface de cette sphére on trace la trajectoire que la pointe libre y dessinerait.
On a alors les trois sphéres de la figure 6.17 respectivement.

Tous ceux qui se sont amusés avec une toupie ont pu constater la chose suivante. Si on
démarre la toupie avec une vitesse élevée et une faible inclinaison par rapport a la verticale,
alors elle dort, son axe demeurant pratiquement vertical. La friction aidant sa vitesse diminue
jusqu’au point ou la toupie devient presque brutalement instable. Pour étudier ce phénoméne
rappelons la définition de Vj en (6.128)

(Ly — Lz cosf)?
© 2Lsin®0
On constate d’abord que Vp(6 = 0) = Mgh et que le deuxiéme terme de Vj est répulsif
parce que cos # est maximum a 6 = 0. Si la position de la toupie est stable a § =~ 0, c’est que

Vi doit avoir un minimum a 6 ~ 0. Pour étudier ce phénomeéne faisons un développement en
série de Vj valable aux petits angles (série de Taylor)

Vo = — Mgh(1 — cos@). (6.140)

Vy 0> 9V
Vo =Vp(0) +0 — - 6.141
0 9( ) 69 0—0 2 802 9—0 ( )
Se rappelant qu’a = 0, OZ et Ox3 coincident, donc L3 = Ly
Vp(0) = 0 = constante sans intérét (6.142)
oV Ly — Lscos®) (L3 — L 50
| _ (Lz—Lscos )_(33 zeos0)| Mghsin6),_, . (6.143)
99 |,_, I sin’ 0 9—0
Alors utilisant la régle de I’Hopital,
) N
(}g% 20 = 0—-0=0: extremumad =0. (6.144)



Toupie asymétrique libre et stabilité Chapitre 6

Par ailleurs
02V L3 (1 — cosb) 9
= —=——F—"(2+ cos“0 — 3cosl — Mghcos@|,_ 6.145
902 oo I, sinlg ( ) oo g lo=o ( )
Le premier terme donne, utilisant une fois la régle de I’Hopital,
L3 (1 —cos®)
lim 2 ~—————
0—0 I  sin*6
une indétermination. Une double application de la régle de I’Hopital donne cependant

(2 +cos? 0 — 3cosf) = % (6.146)

9%V L31
—_— = —— — Mgh. 6.147
o |, T 1 g ( )
Au total donc ) )
0 L3
%—E(E—Mgh)+~-~ (6.148)
2

\ .. L .
L’extremum a # = 0 sera un minimum si vy Mgh > 0 donc si

L3 = 1303 > 4, Mgh

ou encore

Q3 > 4]1]# (6.149)
Tant que la vitesse de rotation de la toupie qui dgrt, essentiellement €23, satisfait cette con-
dition, la position verticale de la toupie est stable. Lorsque la friction fait tomber la vitesse
sous cette limite ’extremum de Vj a 6 ~ 0 devient instable et le mouvement devient rapi-
dement désordonné. Le tout est en fait le résultat d’une compétition entre le terme de Vjp,
Mgh cos, qui tend a faire tomber la toupie, et un terme qui provient de la rotation de la
toupie et tend a la garder verticale. Plus la vitesse de rotation augmente, plus la stabilité est
grande et moins I’effet de M gh cos 6 (donc du torque extérieur) est important. En fait, on
peut dire qu’a grande vitesse la situation ressemble au cas libre.

6.9 Toupie asymetrique libre et stabilité

Nous avons ici I; # Iy # I3. Posons ici [; < Iy < I3. Dans la cas libre, nous avons
essentiellement conservation de L donc de L? et de E. Développant selon les axes principaux
nous aurons

L? =7 = [}O] + 1303 + 13903 = constante (6.150)
Loz Lo 1o
E= 51191 + 5[292 + 51393 = constante. (6.151)
On peut aussi écrire

=13+ 13+13 (6.152)

Ly L3 I3
=—+—=—+—= 6.153
25 + 21 + 213 ( )

Tragant les trois axes orthogonaux de coordonnées, L1, Lo et Ls, on constate que la premiére
équation définit la surface d’une sphére de rayon L alors que la deuxiéme définit la surface
d’une ellipsoide de demi-axes de longueurs /2E1, /2EI; et \/2EI5. Les deux équations
doivent étre satisfaites simultanément. Ainsi ’extrémité du vecteur L ne pourra suivre que
les courbes d’intersection de ces deux surfaces.Il est également clair que

I 1
2LE =13+ =3+ —I3<L?
Iy I
puisque [; < I < I3.De la méme fagon,
I 1.
W3E =212+ 212412 > 12
I Iy
Donc
2FI; < L? <2EI3 (6.154)
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Figure 6.18 «»

La toupie asymétrique libre: série de trajectoires
tracées par la pointe de 1 pour différentes valeurs
del.
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On note alors que:
1.Si L? = 2EI,, c’est que Ly = L3 = 0 ou L est minimum et L est selon 1’axe 1.

2.8iL? =2FEI3, c’est que L1 = Ly = 0 ou L est maximum et L est selon I’axe 3.

3. Toutes les valeurs intermédiaires sont permises.

On voit sur la figure 6.18 une série de trajectoires tracées par la pointe de L pour dif-

férentes valeurs de L croissant allant de la trajectoire 1 ou L est prés de la valeur minimum
jusqu’a la trajectoire 6 ou L est pres de sa valeur maximale.

1. Courbel: Dans le cas de la courbel, L est pres de la valeur minimale donc et L est surtout

selon I’axe 1 ce qui indique une rotation autour de 1’axe 1. On voit que la trajectoire est
fermée et que L dérive peu de la direction 1. La rotation autour,ou presque, de I’axe 1 est
stable.

. Courbe 6: La méme chose s’applique lorsque L est prés de la valeur maximale alors que

L est pres de la direction de I’axe 3, indiquant une rotation autour de 1’axe 3. Ici encore
L trace une trajectoire fermée autour de I’axe 3.

. Courbe 4: Mais tel n’est pas le cas lorsque la rotation se fait autour de 1’axe 2 parce

que les trajectoires tracées par L et qui passent prés de ou par la direction de 1’axe 2
(rotation autour de cet axe) ne sont pas fermées autour de 1’axe 2 mais se promenent tout
autour de I’ellipsoide, passant méme par les parties négatives de Ly. Nous en concluons
qu’une trajectoire initiée autour de 1’axe 2, celui dont le moment d’inertie a la valeur
intermédiaire, entre I et I3, sera instable. C’est ce qu’on constate expérimentalement
lorsqu’on fait tourner une raquette ou un livre (gardé fermé par un élastique) par exemple.

Cette explication est clairement plus qualitative que quantitative mais elle nous donne

néanmoins une image raisonnable du phénomeéne.

—1{  wRéférencesy |

Le gyroscope en action:
Roue de bicyclette: http:/www.youtube.com/watch?v=8H98BgRzpOM&feature=related
Gyroscope: http://www.youtube.com/watch?v=cquvA IpEsA&feature=related
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6.10 Exercices

—

6.1.

6.2.

6.3.

6.4.

Triangle mince
Soit le triangle mince de densité surfacique o (z,y) = x illustrée dans la (figure 6.19).

(a) Déterminez la position du centre de masse.

(b) Déterminez le tenseur d’inertie par rapport au centre de masse. (Indice: trouvez d’abord le
tenseur par rapport a I’origine du systéme (x, y, z) et appliquez le théoréme des axes paralléles)

(c) Déterminez les axes principaux et les valeurs d’inertie qui y sont associées.

(d) Considérez que le triangle a une épaisseur Az = ¢ < 1 et une densité volumique p(z,y, z) =
x. Montrez qu’au premier ordre en ¢, le moment d’inertie /.., autour de 1’axe x est le méme
que celui trouvé en (b).

Cylindre creux

Considérez le systeme constitué d’un cylindre creux de rayon R roulant sur un plan horizontal
dont le centre de masse est déplacé par rapport a son axe de symétrie naturel d’une valeur a (voir
figure 6.20). L’un des axes principaux demeure parallele a I’axe de symétrie du cylindre. Il n’y
a qu’un degré de liberté qu’on associe a ’angle ¢. La masse totale du cylindre est M. Trouvez
I’énergie cinétique totale T'(¢, ).

Masse-ressort revisité
On consideére le systéme suivant en 2-D (voir figure 6.21). Une particule ponctuelle de masse m
glisse sur un axe et est attachée, par un ressort de constante k, a I’origine. Attaché a ce corps, il
y a un pendule rigide: tige de longueur L et de masse M distribuée de fagon homogéne avec une
densité linéaire constante
(a) Calculez le moment d’inertie de la tige.
(b) Calculez I’énergie de rotation de la tige quand la particule m est supposée fixe.
(c) Déterminez le lagrangien (tenir compte de la gravitation).
(d) Y a-t-il des variables cycliques? Si oui, lesquelles?

Deux disques minces

On considere un systeme compos¢ de deux disques minces, 1 et 2, dans I’espace (sans gravitation)
(voir figure 6.22). Ils sont de rayons R et r, respectivement et de densité de surface 0. Le disque
1 est initialement au repos. Le disque 2 tourne librement a la vitesse angulaire w2 autour d’un axe
situé a la position Ry sur le disque 1. Aumoment ¢ = T, le disque 2 est brusquement freiné par un
mécanisme interne (w2 = 0). Décrivez le mouvement du systéme des disques 1 et 2 pour ¢ > T
La tige reliant les deux disques est de masse négligeable.

Figure 6.19 A
Probléme 6.1

Figure 6.20 A
Probléme 6.2

Figure 6.21 A
Probleme 6.3

<

Figure 6.22 A
=G =k

Probléme 6.4
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1
MECANIQUE LAGRANGIENNE DES
MILIEUX CONTINUS

7.1 Le passage ala limite continue %

Nous avons vu dans le chapitre précédent un exemple particulier de milieu continu, le
solide indéformable. Dans ce cas, la condition de rigidité (c’est-a-dire que la position relative
de deux parties quelconques du solide ne change pas) réduit considérablement le nombre de
degré de liberté et chaque solide est décrit par au plus six degrés de liberté, trois de translation
et trois de rotation. Un milieu continu n’étant pas toujours rigide, on se doit de décrire la
dynamique de chaque élément infinitésimal de masse. Le systéme implique donc une infinité
de degré de liberté.

Cas simple: corde élastique en 1D

Pour nous aider a comprendre le passage a la limite continue, commengons par un cas
plus simple: une corde continue de longueur [ tendue a ses deux extrémités le long de 1’axe
des x.

Supposons que nous discrétisions cette corde en la représentant comme une suite de N
masses m. Les interactions sont ici présumées de type harmoniques (ce qui est souvent vrai
au voisinage de la position d’équilibre) et nous les modéliserons en imaginant les masses
reliées entre elles par des ressorts de constante k. Les ressorts sont de masse négligeable.

A chaque masse, on définit une coordonnée généralisée, ¢;(t), qui décrit le déplacement
de la masse ¢ par rapport a sa position d’équilibre. Par extension, on assigne les indices ¢ = 0
eti = N + 1 aux deux extrémités de la corde. A 1’équilibre, la distance entre deux masses
est simplement a = [ /(N + 1).

Le lagrangien cette corde “discrétisée” s’écrit alors

N
L=Y"(5mi? - ghlain — a)?)
— 2 1 2 K3 1

ou on reconnait 1’énergie cinétique et le potentiel harmonique dans le premier et deuxiéme
terme de droite respectivement.

On en déduit N équations d’Euler-Lagrange avec

doL
dtog 0
oL

= —k(gi—¢q-1—a i
o (¢ — Gi—1 — i1 + @)

Chapitre 7
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d’ou
aon o
dtdq; g
. k
G = —(git1+¢i-1—2¢)
m

La limite continue consiste a faire tendre IV vers I’infini. Or, dans cette limite, la distance
entre deux masses a — 0 et m/a — pu, p étant la masse linéique de la corde et la séparation
entre les masses se confondant, celles-ci semblent se toucher. De plus I’indice ¢, qui indique
la position de la masse, doit étre remplacé par un parameétre continu soit la position x de la
masse m. Ainsi, on a ¢;(t) = ¢(z;,t) — ¢(z,t) lorsque a — 0 . Par ailleurs,

i L1~ @ P(zit1,t) — ¢(xi,t) 99

- = lim =
a—0 a a—0 Tit1 — T4 oz

En reprenant I’équation de Lagrange pour la masse ¢ et en faisant ¢ — 0, on obtient

2
8;;(233) = ili% 4 = (11_{%% (@i+1 + qi—1 — 2q:)
— lim @k (P(zit1,t) + P(zi-1,t) — 2¢(, 1))
a—0 m a?
= lim ﬂ@
a—0 m Ox?
ak 0%¢
a0 p1 022

Reste a savoir a quoi correspond cette limite. Physiquement, la loi expérimentale de Hooke
établit un lien entre la force exercée et I’allongement relatif d’un objet

F = (E—AO> AL = kAL
Lo

ou F est le module de Young (unité de pression), Ay est la section efficace de I’objet, AL le
changement de longueur et L sa longueur originale. Identifiant a = L

1irr%) ak = lir% (EAy) = EAg

et la section efficace de la corde étant constante on obtient, 1’équation suivante pour la corde

1D,

0?2  EAy 02

- _ =0 - =0 7.1

5~ e ) ol )
On reconnait I’équation d’onde qui décrit les déplacements longitudinaux oscillants de la
corde. Il est facile d’identifier la vitesse de phase de 1’onde ¢ = \/E Ag/u. Plus la corde est

rigide ( E'Ag élevé) et plus elle est 1égere ( p faible) et plus c sera élevée.
Le passage a la limite continue s’est effectué en prenant la limite N — oo et

N — o0 nombre de coordonnées généralisées
T — T paramétres désignant la position
qi(t) —  ¢(x,1) coordonnées généralisées
a — 0 distance entre deux masses

De plus, au lieu de N élevé (en fait N — oo ) équations aux dérivées ordinaires nous
obtenons une seule équation aux dérivées partielles. Malgré tout, cette seule équation con-
tient la méme information que 1’infinité d’équations aux dérivées ordinaires du cas discret.
En fait, ¢(z, t) définit le déplacement en tout x, ¢’est-a-dire pour une infinité de valeur de z
puisque x est une variable continue. Il s’agit de la vraie coordonnée généralisée. Par défi-
nition, on appelle “ champ” toute grandeur définie sur I’espace-temps. Ainsi, ¢(z,t) est le
champ (scalaire) de déplacement de la corde 1D.

Le passage a la limite continue pour le lagrangien requiert le changement vers une co-
ordonnées généralisée continue ¢;(t) — ¢(z,t) et donc il est plus approprié de définir une

168



Formulation lagrangienne % % Chapitre 7

densité lagrangienne £(d¢/0t, dp/0x) telle que
L= / e (0601, 06 0z) (7.2)

Pour la corde, cela suggére la forme

RS T )
L Z( 9™Md; — §k((b’+1 —qi)

i=1

Joee=for (5 (50) -5 (5))

Un probléme se pose cependant: la forme des équations d’Euler-Lagrange

doL OL

dtdq; g
ne s’appliquent qu’a des systémes discrets. Il faut donc trouver une forme équivalente pour
des systéemes continus. Ces équations d’Euler-Lagrange continues seront appelées les équa-
tions du champ. Il va sans dire que le lagrangien peut dépendre de plusieurs champs chacun
représentant une infinité de degrés de liberté.

7.2 Formulation Iagrangienne Y %

Densité lagrangienne et localité des interactions
|

Considérons un systéme continu décrit par une infinité de degrés de liberté. Nous sup-
poserons qu’on peut y associer un lagrangien prenant la forme

T2 Y2 z2
L= / / / Ldzdydz = / Ld3r (7.3)
T Y1 21 \%

ou L est la densité lagrangienne. Le volume d’intégration V' est arbitraire dans la mesure
ou doit contenir le systéme étudi¢. Ceci dit, on peut toujours 1’étendre a I’infini en posant
L comme nul en dehors du volume physiquement occupé par le systéme original. Les vari-
ables x, y et z sont des paramétres qui servent a identifier la région de I’espace qu’occupe
le systéme (ex: coordonnées cartésiennes ou autres). En ce sens, elles sont tout a fait simi-
laire au paramétre du temps ¢ et se distingue des coordonnées généralisées g; qui décrivent
I’évolution du systéme.

Posons un systéme physique enti¢rement décrit par un nombre fini n de champs ¢,(z,,)

L

ous = 1,...,n (coordonnées généralisées) et x,, = (¢,r) une coordonnée quelconque de
I’espace-temps. On suppose alors que la densité lagrangienne peut s’écrire comme
0¢;
L= L(¢,;, a—m;,x”) (7.4)

c’est-a-dire que la densité lagrangienne ne dépend pas des dérivées d’ordre supérieur de ¢.
Cette hypothése semble une généralisation naturelle du lagrangien L(g;, ¢;,t) mais il n’en
n’est rien. En effet, en mécanique classique toute dépendance a des dérivées temporelle
d’ordre supérieur de g; est inutile puisque les équations de Newton détermine §;. Mais pour
les champs, la forme (7.4) a de profondes conséquences. Notamment, elle implique que
ceux-ci interagissent seulement localement. La présence de dérivées d’ordre supérieur d’un
champ ¢, nécessite en général de chercher plusieurs points de part et d’autre du point ou
I’on veut calculer ces dérivées. Notons que la localité des interactions est souvent recher-
chée puisqu’elle assure trivialement que le principe de causalité est respecté. Le principe
de causalité lorsqu’appliqué aux interactions a distance requiert de vérifier que celles-ci ne
puissent se produire a une vitesse plus grande que la vitesse de la lumiére. Il reste que cette
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hypotheése n’est justifiée que dans la mesure ou les équations obtenues apportent une descrip-
tion correcte des phénomeénes physiques.

Rappelons que z, y, z et ¢ (ou en bref x,,) sont des parametres dont le role est d’indexer
I’espace-temps. 11 est alors important de noter qu’il y a une distinction entre la dérivée totale
et la dérivée partielle, par exemple si £ = L(¢,x,,),ona

e _ 9o o .
dx,, 0¢0x, Oz,
Il en découle que si on veut évaluer la variation de £ entre deux positions d’espace-temps
z, et x, + dz,, on doit considérer a la fois la variation de la densité lagrangienne liée
uniquement au changement de position (terme 7 2L ) et celle introduite par la dépendance du

champ ¢ (terme Bz, ¢ ).

Equations d’Euler-Lagrange du champ

Les équations du champ découlent, comme dans le cas discret, du principe de moindre
action (ou pour étre plus précis le principe d’action extrémale). Il sert alors a déterminer les
trajectoires (cas discret) ou configurations de champs (milieu continu) qui sont réalisées dans
la nature. Définissant I’action comme

S = / Ldt = / / / / Ldzdydzdt (7.6)
t1 t1 T Y1 Z1

nous devons examiner les variations de ’action telles que
658 =0.

Tout comme pour le cas discret, 65 est la variation fonctionnelle de 1’action laissant intacte
les frontieres x1,, et x5, et les valeurs des champs aux frontiéres ¢; (x1,,) et ¢; (z2,). Elle est
obtenue en faisant une variation d¢,; de tous les champs indépendants ¢, telle que d¢; (z1,) =
0 et 6¢; (x2,,) = 0 aux bornes d’intégration.

La variation fonctionnelle de .S s’écrit donc

to  prx2 rY2 22
0S8 = 5/ / / / Ldxdydzdt = /---/5£dtd3r
t1 T1 Y1 Z1

oulona [dt [dP*rdL = [ d®r [ dtdL puisque les coordonnées d’espace-temps z, y, z et ¢
sont indépendantes. Par ailleurs, on a

oL i oL <a¢. >
0L = —0¢, + — 5=
0¢; ¢ ,;) 9(0¢;/0xy) \ Oz
avecxg =1,T1 =T, T2 =Y, T3 = 2 .
La variation de I’action due au terme en x¢ = t s’écrit

5 6£ 94,

, BE 0,
[ ‘”a (00,/07) (_>
[r [tz 60

006,/50) 01
. oL ) d oL
= [ 506,700 %), ’/ i [ g (a<a¢i/at>> o9

= Jar /dtdt( a¢/6t>)6¢i

ou I’on a intégré par parties a la derniére ligne. Le premier terme de droite est nul car d¢, = 0
aux frontiéres t; et to.
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Répétant ce raisonnement a la variable z; = x,la variation de I’action est donné par

68 = /dt/d%%é(%)
- Juf o e
fof o] f g ()
- [ e (omem)

ou le premier terme du membre de droite de la premicére ligne est encore une fois nul pour les
mémes raisons que précédemment.
Le résultat est similaire pour les variables y et z ce qui fait qu’en regroupant toutes les

contributions a 6.5,
3
d oL >
i ; dzy, (8(3@/833#) )

is= [ for (32

Comme ¢, est arbitraire, 0.5 = 0 est respecté si

Z d oL oL _ 0
=0 dxy, 0(0¢;/0z,) 09,

c’est-a-dire I’équation d’Euler-Lagrange pour le champ ¢,. Rappelons que dans le cas discret,
toutes les trajectoires étaient supposées stationnaires aux frontieres t; et ¢z, en d¢, = 0. Dans
le cas continu, on parle de configurations champs se comportant de la méme maniére aux
frontiéres 0¢; (x1,) = 0 et 6¢; (x2,) = 0, la configuration physique étant

Notons que le temps et les composantes spatiales apparaissent exactement sous la méme
forme. La raison profonde réside encore une fois dans le fait que le temps et les coordonnées
spatiales jouent le méme role, celui de décrire le continuum espace-temps sur lequel évolue
le systéme physique. On peut donc écrire cette équation sous forme plus compacte en le
formalisme quadrivectoriel ou z,, = (¢, z,y, 2)

d 0L oL
dxy, 0(0u9;)  0¢;
ou on utilise la notation 0,, = % et la répétition de I’indice i sous entend une somme sur
w=20,1,2,3.
Reprenant I’exemple de la corde élastique en 1D et supposons qu’elle soit décrite par la
densité lagrangienne suivante (les variables y et z sont inutiles)

Cu 99\ EA (99
-5(%) (%)

on calcule les diverses dérivées

=0 (7.7)

oL
% =0
d oL d 0¢ 82¢
dto(0g/ot) dt ( E) Forz
d oL d 0¢ 9?%¢
dz 0(0¢/0x) dx( Edogy >__EA08
On obtient alors 1’équation pour le champ ¢
82gb EAg 82gb
o2 W 0x2

qui est bien identique a 1’équation (7.1). Cette équivalence (ainsi que pour bien d’autres
exemples) justifie, d’une part, nos conjectures initiales et, d’autre part, notre confiance dans
I’utilisation de la densité lagrangienne choisie pour décrire la corde.

Chapitre 7
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Transformations de jauge

Nous avons vu que dans le cas discret deux lagrangiens L et L’ décrivent le méme systéme
s’ils ne différent que par la dérivée totale par rapport au temps d’une fonction F' dépendant

des coordonnées généralisées ¢; et du temps.
dr
L=L+— 7.8
i (7.8)
La généralisation au milieu continu requiert que deux densités lagrangiennes £’ et £ sont

équivalentes si

=L+ Z a fuldi ) (7.9)

ou f, pour it = 0, ..., 3 sont quatre fonctlons scalalres qui dépendent des variables d’espace-
temps z,, et des champs ¢, (mais pas de leurs dérivées). Le terme supplémentaire est en fait
la 4-divergence d’un quadrivecteur que I’on peut écrire de fagon équivalente sous la forme

9fo
Za dpnu) = 57 + V£ (7.10)

ou f est un vecteur dont les composantes sont

f(¢i’$v) = (f1(¢ivxv)v f2(¢iv$u)v f3(¢i7xu>> .

I1 est facile alors de démontrer que 6.5’ = §.S = 0. Posant

6(/--~/£’dtd3r>
6S+6/~--/d37~dt<%)+6/ /dtd3 (V-f) (7.11)
0+/d3r (6 foly? +/dt6 (/d3r(V f)) (7.12)

Utilisant le théoréme de Gauss, la derniére intégrale est équivalente au [ux de f a travers la
surface A englobant le volume d’intégration. On a donc

65':/d3r Bi‘)w] /dt]{Jf.dA
A

ou dA est I’élément de surface qui pointe dans la direction normale a la surface. Le premier
terme est nul puisque §¢; = 0 aux frontieres. Par ailleurs, le second terme est nul si la trans-
formation laissent les conditions aux frontiéres intactes, c¢’est-a-dire 6f = 0 sur la surface A
(ou plus généralement que la variation du [ux de f a travers la surface A est nulle).

55’
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Cadre général
ﬁ

Bien que le propos de ce chapitre soit la mécanique classique des milieux continus, il est
intéressant de considérer un cadre plus général dans lequel le méme formalisme peut servir.
C’est le cas de tout systéme physique pouvant étre décrit en termes d’un ou plusieurs champs.

Nous avons vu qu’en mécanique non-relativiste, on pouvait écrire le lagrangien en termes
des énergies cinétique et potentielle, L = T"— V. Dans le cas d’un systéme continu on aurait

donc
L= /£d3r = /(T— V)dPr
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ou 7 et V sont respectivement la densité d’énergie cinétique et potentielle. Si le systéme
physique n’est pas mécanique, cette identification n’est pas nécessaire puisque les termes
du lagrangien ne sont pas nécessairement des énergies et L # T — V en général. Levant
cette contrainte, il est toutefois généralement possible de construire une expression pour L
conduisant aux équations recherchées. Des exemples notoires de telles densités lagrangiennes
L ménent a ’équation d’Euler en hydrodynamique, a I’équation d’Einstein en relativité
générale, & I’équation de Schrédinger en mécanique quantique ou méme aux 1’équation de
Klein-Gordon et de Dirac en mécanique quantique relativiste....

Le passage a la théorie des champs requiert toutefois des précautions particulieres:

En mécanique classique non-relativiste, il y existe une correspondance entre les concepts
de force et de potentiel. Le potentiel est en fait un champ et son utilisation est donc plus
pratique que celui de la force.

En relativité, la vitesse maximale de tout objet est la vitesse de la lumiére. Le lien de
causalité entre deux événements séparés est donc soumis a un délai de propagation pen-
dant lequel il y a déformation du champ d’interaction. Ce champ d’interaction est alors plus
qu’un simple mathématique puisqu’il représente un objet réel pouvant se propager dans le
contexte de la relativité et c’est pourquoi la théorie classique des champs a une si grande im-
portance dans la description des interactions fondamentales. De plus, pour maintenir le lien
de causalité entre tout objet dans un systéme physique, il est souvent préférable de construire
une théorie des champs avec des interactions locales. Des interactions non locales entrainent
nécessairement des délais de propagation de I’information et il est particuliérement difficile
de formuler une théorie des champs qui vérifie que toutes les interactions respecteront le lien
de cause a effet. Par surcroit, une interaction locale sur une particule ayant une étendue spa-
tiale implique qu’une partie de la particule acquiert une impulsion avant méme que d’autres
parties de la particule ne puisse le détecter. Si c’est le cas, la particule se déforme d’abord
avant d’étre capable de se déplacer de fagon rigide. Une telle déformation suggere que la
particule posséde une structure. On peut se demander alors si on bel et bien affaire a une
particule fondamentale. En fait, le plus simple est de considérer toute particule fondamen-
tale comme ponctuelle (il y a des exceptions a cette régle: par exemple, la théorie des cordes
propose que les particules soient des cordes, c’est-a-dire des objets ayant une étendue spa-
tiale linéaire fini et dont les extrémités transportent des charges ponctuelles soumises a des
interactions locales).

Quatre types d’interactions fondamentales sont présentement reconnus:

e Deux d’entre-elles peuvent étre décrites par la théorie classique des champs: ’¢électrodynamique
et la gravitation (relativité générale).

e Deux autres, les interactions faible et forte, nécessitent requiert un traitement quantique.
Le cadre théorique qui permet ce traitement est la “théorie quantique des champs” et il est
possible de construire une description quantique des interactions électromagnétique, forte
et faible. La quantification de la gravitation posent encore probléme bien que certains
modeles semble apporter des réponses a ces questions (ex: théorie des cordes).

11 est toutefois important de mentionné que la formulation lagrangienne a plusieurs avan-
tages:
e La construction de nouveaux modeéles requiert simplement un nouveau £ invariant de
Lorentz (avec de nouveaux types de champs si nécessaire).

e On peut imposer directement les symétries d’un systéme en construisant un £ qui les re-
spectent ou inversement identifier les symétries d’un £ déja existant. Suivant le théoréme
de Noether, il est possible alors d’identifier les quantités qui feront 1’objet d’une loi de
conservation, les invariants. C’est une procédure est devenu un outil courant en physique
théorique, ou on tente, autant que faire se peut, de décrire les phénoménes en termes de
symétrie d’espace, de charges, de temps et autres.

e La formulation lagrangienne est le passage obligé vers la quantification. La simple utili-
sation des équations d’onde de Schrédinger (mécanique quantique).ou de Klein-Gordon
et de Dirac (mécanique quantique relativiste) pose probléme dans certains cas. La théorie
quantique des champs s’avere une
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Exemple: électrodynamique classique

La formulation lagrangienne de I’¢électrodynamique, proposée par Schwarzschild en 1903,
code toute I’information contenue dans les quatre équations de Maxwell dans un seul objet
mathématique, la densité lagrangienne L .

Les équations de Maxwell s’écrivent (dans le vide):

V-B =0 (7.13)
0B

vVE =" (7.15)
€0
. OE

VxB = ,uo_]—i—eopoa (7.16)

ouc = 1/,/éofiy. Les deux premiéres équations sont automatiquement satisfaites si 1’on pose

B = VxA (7.17)
0A

E = -V¢ ot (7.18)
ou ¢ et A sont respectivement les potentiels scalaire et vecteur. On utilise souvent le quadrivecteur
A, = (%, A) pour désigner les quatre champs indépendants nécessaire pour décrire com-
plétement E et B . De la méme fagon, il est possible de définir un quadrivecteur de courant
Ju = (pc,j) ).formé des densités locales de charges p et courants j. Ce sont Les deux
derniéres équations (7.15) et (7.16) doivent correspondre aux équations d’Euler-Lagrange
des champs E et B respectivement.

La densité lagrangienne permettant d’obtenir retrouver les équations de Maxwell est

donné par
Ez%(EQ—C2B2)—p¢+j-A (7.19)
Sous forme tensorielle, (7.17) et (7.18) s’écrivent
B; = €104
E; = —0;¢— oA,
oudy = % eto; = f% avec ¢ = 1,2, 3 ol ¢, est le tenseur de Levi-Civita. Alors
3
L= (00— 204’ - (udsA)’) —po+i-A  (7.20)
i=1

L’équation d’Euler-Lagrange du champ ¢

23: 4oL oL
=0 dx), 0(0¢;/0xy) 00,

est obtenue en calculant les dérivées suivantes:

or
a_(b = =P
oL
200 "
oL € 0 L 2 | o |
568 — 20@g 00 A) = a0 @i+ ddi) = —aF;

On retrouve donc I’équation (7.15) puisque

> d
—Zd -(eoEi) + p =0. (7.21)
i1 i
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On procede de fagon similaire pour le champ A;,

oL _
8147/ = Ji
oL
Aol —€0 (—0;¢ — Do A;) = —eo E;
oL
m = 76062 (ElmnamAn) 6lpq(sjp(siq = 750625ljiBl
= eoPeijniBy

Partant de I’équation d’Euler-Lagrange pour le champ A;
S o o
= dx, 0(0,A;) 0A;
et substituant les dérivées, on obtient
3

0 o 1
—a(€Bi) + ) ———¢ijuBr = ji
ot 72::1 Oxj py 7
ou sous une forme plus compacte

€ijk0;j Br, = poJi + €oproOo E;

qui n’est autre que 1’équation (7.16).

Donc toute I’information contenue dans les équations de Maxwell est codée dans I’expression

de £ (7.19). On note qu’en absence de toute source (p = 0 et j = 0),
L= %O(E2 — ?B?)

ne contient que le terme formé du champ A, (ou E et B). Le reste de I’expression met en jeu
p et j en plus du champ A, et décrit donc I’interaction du champ A, avec la matiére chargée.

Supposons maintenant un ensemble de particules chargées différentes (indexées par «)
ayant des densités de charge p,, et vitesses v, = Iy, au total

P=> P I=D_ Pava
« «

En absence d’interaction €lectromagnétique ou de toute autre interaction, ces particules se
comportent comme des particules libres et on peut écrire un lagrangien

1
Ly =T = 5 g Mav? (7.22)

Le lagrangien décrivant le champ A,, s’écrit

Lehamp = / LdPr = / (%0 (B2 - cBQ)) &Pr (7.23)

alors que I’interaction matiére-champ est donnée par

Lin. = /ﬁdgr = / <_ Zpa(¢ —Va- A)) d*r (7.24)

Comparons ces expressions au lagrangien d’un systéme de particules ponctuelles de charges

o, sSOumises a un champ électromagnétique extérieur
1
Lmatﬂrint =T-V = Z <§mav(21 - QQ(¢ — Vo A))
«

Clairement, le deuxiéme terme décrit ’interaction des champs ¢ et A sur la matiére et donc
doit étre équivalent a la densité lagrangienne (7.24). En fait, les deux expressions coincident
si on définit la densité de charge associée a une particule ponctuelle « située en r,

Pa = Qa(s(r - I'a) (7.25)

Chapitre 7
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ou d(r —r,) est la fonction de Dirac soumise a la condition de normalisation

/padgr = Ga-

La somme des lagrangiens (7.22), (7.23) et (7.24) décrit le comportement complet de partic-
ules chargées et du champ électromagnétique avec leurs interactions

Lem = Lmat + Lchamp + Lint. (726)

Z Mav2 +/ (E? — cB?)d T—/an ¢ — Vo - AY@27)

Ce lagranglen est une fonction L = L(¢, A;, 0,0, 0,4, Ta, Va, 2, Y, 2,t) , la dépendance
explicite dans les coordonnées x, y, z, t ici est seulement liée au volume d’intégration. Pour
étre entiérement correct, 1’expression pour les particules L, devrait étre relativiste. Dans ce
cas 1’énergie cinétique relativiste totale s’écrirait

T=2 7#
yil-2

mais comme nous avons vu au Chapitre 2, L, rel. 7 1 et le lagrangien relativiste décrivant
des particules libres s’écrit plutot

—1 mac2

7}2
Limat. = Liat. rel. = — E ’I’I’La 1-— ?
et

Tenseur énergie-impulsion

Un systéme physique continu peut donc étre décrit par une densité lagrangienne £ appro-
priée et la “dynamique” d’un tel systéme s’obtient par la résolution des n équations du champ
associées

3
d 0L oL
Y — -7 =0. (7.28)
=0 dz, 0(0.¢;) 09
Vu la similarité entre les traitements des cas discret et continu, on est en droit de se demander
si certains résultats et conclusions du Chapitre 2 s’appliquent également.

Considérons d’abord les cas ou un champ ¢,, est cyclique, c’est-a-dire si £ ne dépend pas
explicitement de ¢,, , alors

3 3
d oL d d
— — =0 7.29
; dz, 8(9,0,)  dt O( 8o¢k ; dz qu)k) (729
On conclut que la quadri-divergence de la quantité
oL
Qi = 70—
" 0(0usk)

est nulle. Il y aura donc conservation d’un quadrivecteur (évidemment associé¢ au champ ¢,,
).

On peut également rechercher 1’analogue de 1’hamiltonien H qui serait associée a un
systéme continu. Rappelons que pour un systéme discret avec un lagrangien L on a

dL d oL . oL
@~ 2wt

OL
- Z aqz = -2 (7.30)

ou

H= Za G —
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Pour un systéme continu £ , I’espace et le temps jouent un role similaire et on dit con-
struire une quantité invariante dans touts les directions d’espace-temps x,,. Simplifions le
probléme en nous limitons ici & un seul champ et considérons

dc AL dg X“: ac d 0¢) 0L
dx,, ) dx,, 0 (0 dx,, Oz,

Utilisant l’équation du champ

°. d 8£ dqs Z o\, L
dxﬂ darl, 0, 0 (0 dz,dz, Ox,,

on peut aussi s’écrire

d 8£ dg oL
Z

dxy 5.5 0. — L8,,) = — (7.31)

axu

ou d,,, estle symbole de Kronecker. Alors si £ ne dépend pas explicitement de la coordonnée
x, ,la quantité

oL d¢
v e — v . 2
W 5Ee) duy Lo (7.32)
est conservée, dans le sens ou
dT .,
R . (7.33)
dz,

On voit que T}, est un tenseur d’ordre deux défini dans I’espace-temps et posséde donc
16 composantes.

Too Tor To2 Tosz
T Ty Tu T Tis | _ ( Too To; )
e Tog To1 T Ths Tio Ty
T30 T31 T3z Tzs

ou,j = 1,2,3. Il est appelé “tenseur énergie-impulsion”. Dans le cas général, c’est un
tenseur non symétrique 7, # 7,, . Les composantes du tenseur énergie-impulsion du
systéme décrivent la densité d’énergie et d’impulsion transportées par celui-ci (ex : champ
¢électromagnétique). On peut démontrer que ce tenseur peut toujours se décomposer de la
fagon suivante:

Too = 8—¢¢ L=H densité d’énergie (densité hamiltonienne)
T,o = vecteur de la densité d’impulsion

Tp; = vecteur du Cux d’énergie

Ti; = Ty tenseur des contraintes ou Tux de moments

En mécanique des [uides, la diagonale de T;; correspond a la pression, et les autres com-
posantes correspondent aux efforts tangentiels dus a la viscosité.

Formulation relativiste de la théorie des champs
N

La théorie classique des champs peut trés facilement s’exprimer de fagon manifestement
covariante, satisfaisant ainsi au principe de relativité d’Einstein. On note que déja 1’élément
infinitésimal de volume de 1’espace-temps (dtdxdydz) dans 1’action

S = /-~-/L‘dtdazdydz (7.34)

est en soi un invariant de Lorentz. Une forme covariante de I’action est donc garantie si
la densité lagrangienne £ est invariante par rapport a une transformation de Lorentz. Il en
sera de méme pour que toute équation du champ obtenue en utilisant le principe de moindre
action. Ce résultat est tout a fait remarquable puisque tout £ étant un scalaire de Lorentz
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(c’est-a-dire un invariant de Lorentz) satisfait automatiquement au principe de la relativité (a
condition que les bornes d’intégration soit appropriées).

7.4 Densité hamiltonienne %%

—

Le passage a la limite continu s’applique tout aussi bien a la mécanique hamiltonienne
qu’a la mécanique lagrangienne. En pratique, la mécanique hamiltonienne dans la limite
continue revét un intérét que dans le contexte de la quantification des champs. Quoi qu’il
en soit, le concept de hamiltonien dans le cas d’un systéme ayant une infinité de degrés de
liberté reste intéressant.

L’approche hamiltonienne, dans le cas discret, introduit le moment conjugué a partir du
lagrangien. Par exemple, pour la corde 1D, le moment conjugué de la coordonnée généralisée

¢, est
0L 0L;

= — = Qa—=
9¢; 09,
puisqu’on peut écrire L = Zf\il aL; . L’hamiltonien discret est alors

H o= Ypbi—L=Y (a5t —aL)
= Za<g§:¢’sz)

%

= ZaHl
i

Le passage a la limite continue, ¢’est-a-dire lorsque a — 0 (donc N — 00 ), pour le lagrang-

ien meéne a ’hamiltonien
H:ilg%zi:aHi :/d:cH

Di

ou ar
H=———00p—L
509) "
On définit ainsi H comme étant la densité hamiltonienne et 7, la densité de moment
o oL
9 (0:9)

qui est présumée ne dépendre que de I’espace-temps, 7 = w(z,), c¢’est-a-dire qu’elle est
indépendante de ¢ et de ses dérivées.

Dans le cas général d’un systéme continu décrit par n champs ¢, (¢, r) indépendants, on
passe donc de la densité lagrangienne £ a la densité hamiltonienne H en faisant la transfor-
mation

H=> mioe;,— L (7.35)

K3
les m;(t,r) étant les densités de moments conjugués des champs ¢,(¢,r) . Le hamiltonien
complet du systéme est calculé de la méme maniére, a savoir

T2 Y2 z2
H= / / / Hdxdydz (7.36)
x1 Y1 21

ou le volume d’intégration est le méme que pour £. La transformation (7.35) correspond a
une transformation de Legendre qui, a partir d’une fonction £ = L(¢, 0,0, 0y$, 0.0, 01d, , y, 2, 1)
construit une fonction
H =H(¢,0.¢,0y0,0:.0,7,x,y, 2,1) (7.37)
Pour s’en convaincre, il suffit de calculer la différentielle totale de H et de voir qu’effectivement
elle ne met plus en jeu 0;¢ . Pour un systéme décrit par un seul champ ¢ (commodité) on a
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ainsi
3

Bppdm + md (D, ) — ( do + Z 500 L) + %d:ﬂ
v=1 H

d(’]TatQS - [,)

oL o oL
8t¢d7r - 8—¢d¢ - ; Wd (8,,¢) - < 8—%d$#

ou les x,, correspondent aux coordonnées x, y, 2, t . Or, d’aprés la définition de la densité
hamiltonienne, cette différentielle est égale a
3

OH OH
dH = ——d¢ + ——d (0,0 d +
5690+ 2L 50,9 Z az“
Ces deux expressions ne peuvent étre égales que si I’on a 9;¢ .
0 _ om
ot orm
OH oL
% = oo (7.38)
on 0L (7.39)
Ox,, Oz,
1. La premicre de ces équations est ’analogue de 1’une des équations canoniques de Hamil-
ton
0H 0p OH

q:— — - = —
dp ot on

2. La derniere indique que la dépendance explicite de H en fonction des coordonnées de
I’espace-temps est ’opposée de celle de £ (généralisation du cas discret ot I’on avait

oL _ oL O _ 0L
ot ot o 09

3. La seconde équation ci-dessus va nous fournir une généralisation de la seconde équation
canonique de Hamilton

,__oH Or _ M _ g~ O
P= "¢ o~ 06 = dw, 0(0,9)
En effet, d’apres 1’équation d’Euler-Lagrange des champs, ona
d oL oL
dt 9(0,9) Z d:c,t M(;S Y 0

OH

Aprés substitution de 7 = W et de 2 6—¢ = — ¢ on peut écrire
4 0L 9L - d oL
dt 0(0ro) B ¢ dz,, 8(8M¢)
dr OH <~ d L
- = —— - _— (7.40)
dt 0¢ ;::1 dz,, 0(0,0)
En résumé, les équations canoniques pour les champs s’écrivent
9% _ OH
ot Oorm
dno 0 g~ d 0L
dt 0¢ L= dwy 0(0u0)

Elles sont un peu moins symétriques que dans le cas discret. Malgré tout, ces équations
conservent le méme genre de propriétés. En particulier, on peut les dériver directement du
principe de moindre action, comme pour le cas discret.

Chapitre
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Notations

Dans cet ouvrage, un certain nombre de conventions ont ét¢ adoptées pour faciliter la

lecture. Les vecteurs a trois dimensions sont notés par des caractéres gras

x,r,v,F, ..

alors que les quadrivecteurs sont notés par

ou par leur composantes contravariantes

-~
zH ph, ...

L’alphabet grec est utilisé fréquemment:

Alphabet Grec

Majuscule  Minuscule Prononciation Majuscule Minuscule Prononciation

A @ alpha N v nu

B 163 béta =] ¢ xi

T 5y gamma 0] 0 omicron
A é delta II T pi

E €€ epsilon P p rho

Z ¢ zéta by o sigma
o n éta T T tau
(C) 0,9 théta T v upsilon
I L iota d o, phi
K K kappa v P psi

A A lambda X X khi
M I mu Q w, ™ oméga

Annexe A
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Unités Sl

Annexe B

Les lettres SI désignent le Systéme International d’unités. Il s’agit d’un systéme d’unités
cohérentes approuvé internationalement qui est en usage dans plusieurs pays et utilisé de
fagon systématique pour les ouvrages scientifiques et techniques. Le systéme SI, basé sur les
unités MKS, remplace les systémes CGS et f.p.s. (Systéme Impérial). On peut diviser les
unités SI en trois groupes: le unités de base, supplémentaires et dérivées. Il y a sept unités de
base qui sont dimensionnellement indépendantes.

Unités de base SI
Quantité Physique =~ Nom Symbole
m

longueur métre
masse kilogramme kg
temps seconde S
courant électrique ampere A
température kelvin K
quantité de matiére  mole mol
intensité lumineuse  candela cd
Quantité Physique Nom Symbole
angle plan radian rad
angle solide stéradian ~ s7
Quantité Physique Nom Symbole  Unités SI
fréquence hertz Hz 51
énergie joule J N-m
force newton N kg-m-s2
puissance watt W J-s7!
pression pascal Pa N.-m™2
charge électrique coulomb C A-s
différence de potentiel électrique  volt \%4 w.A?
résistance électrique ohm Q V.AT!
conductance €lectrique siemens S AV
capacité €lectrique farad F c.v!
Cux magnétique weber Wb V.s
inductance henry H Wh- A1
induction magnétique tesla T Wb-m=2
[ux lumineux lumen im cd - sr
illumination lux lz Im-m™?
activité bequerel Bq st
dose absorbée gray Gy J kgt
dose équivalente sievert Sv J kg™t

Les unités SI sont étendues grace a des préfixes qui désignent les multiples ou fractions
décimales des unités.
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Préfixes utilisés avec unités SI

Facteur Préfixe Symbole Facteur Préfixe Symbole

10 déca-  da 1071 déci-  d
102 hecto- h 1072 centi- ®
103 kilo-  k 107%  milli-  m
10° méga- M 1076 micro- [
10° giga- G 107 nano- n
10*2 tera- T 1072 pico- p
1019 peta- P 1071 femto- f
108 exa- E 10718 atto- a
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Facteurs de conversion

Pour convertir de en Multiplier par

Activité curie becquerel 3.7 x 10'°
Aire acre m? 4046.873

B.T.U. joule 1055.056
Energie kilocalorie J:0ule 4186 .

erg joule 1.0 x 10

électron volt joule 1.60219 x 10719
Force dyne newton .00001

livre newton 4.44822
Luminosité pied chandelle lux 10.76391

phot lux 10000.0

angstrom métre 1.0 x 10710
Longueur pied metre .3048

pouce meétre .0254

mile meétre 1609.344
Flux magnétique maxwell weber 1.0x10°%
Champ magnétique  gauss tesla 1.0x107*
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Pour convertir de Multiplier par

Masse u.m.a. kilogramme 1.66054 x 10~

u.m.a. MeV 931.4868

degré radian 1.745329 x 10?2
Angle plan minute radian 2.908882 x 10~*

seconde radian 4.848137 x 1076
Puissance horsepower watt 745.69987

atmosphere pascal 101 325
Pression bar pascal 1.0 x 10°

torr pascal 133.322

Celsius kelvin Tk =Tc +273.15
Température  Fahrenheit Celsius Tr = (Tc —32) /1.8

Fahrenheit kelvin Tk = (Tr +459.67) /1.8

an seconde 3.153600 x 107
Temps jour seconde 86400

heure seconde 3600

minute seconde 60

gallon m? 3.785412 x 103
\Volume litre m® 1.0x 1073

pinte m? 9.463529 x 10~*
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Unités naturelles

Les unités naturelles (UN) sont définies de fagon a ce que les constantes fondamentales
que sont la constante de Planck et la vitesse de la lumiére soient

h = 1
c = 1.

Elles sont utiles dans les systémes physiques relativistes et/ou qui impliquent des effets quan-
tiques mesurables.
Une quantité dans les unités SI (systéme international) qui posséde des dimensions

EPLATT
ou z est un nombre pur devant F/, L et ' qui représentent les unités d’énergie (en Joules),
longueur (en métres) et temps (en secondes) respectivement, aura des unités d’énergie a la

puissance p — g — r, soit EP~97" dans le SUN. La conversion du SI au SUN procéde comme
suit. Si dans le SI E, L et T représentent les unités de masse, longueur et temps

L\ (T’ EPLITT
EPLITT = |BP (=) (= = |—
[ boux [ <50> (h> ]SI { cahatr :|SI
= [EPLT")g - (6.24 x 10712 MeV 171"
(51 %10 MeV ' m 1) (152 x 10! MeV~'s7)"

ou les quantités dans les crochets [A]g et [A]g; sont respectivement en unités SUN et SI.

SI

Quantité P q

Action 1 2 -1 0
Vitesse 0o 1 -1 0
Masse 1 0 O 1
Longueur 0 1 0 -1
Temps 0 0 1 -1
Impulsion 1 1 -1 1
Energie 1 2 -2 1
Const. structure fine ae,,, 0 0 0 0
Const. de Fermi 1 5 =2 -2

Annexe C
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Constantes fondamentales en physique

Annexe D

Constantes universelles

Quantité Symbole  Valeur

Vitesse de la lumiére (vide)

2.99792458 x 10° ms™!

Perméabilité du vide Ko 1.25664 x 107 ° N A2
Permittivité du vide (1/pc?) €o 8.854187817 x 1072 Fm™!
Constante gravitationnelle G,k 6.67384 x 107! m>® kg=! 572
Constante de Planck h 6.62606957 x 10734 J s

en électron volts 4.135669 x 10715 eV s

h/2n h 1.05457266 x 1073 J s

en électron volts 6.58211928 x 107 %V s
Masse de Planck ((hc/G)%) mp 2.17671 x 107% kg

Longueur de Planck ((hG/c®)?) lp 1.61605 x 1073% m

Temps de Planck ((hG/c®)?) tp 5.39056 x 10™%4 s

Constantes électromagnétiques

Quantité Symbole Valeur
1.602176565 x 10~° C

Charge de I’électron e

Rapport e sur h e/h 2.41798836 x 10'* A J~*
Quantum de [ux magnétique (h/2¢) Bg 2.06783461 x 10715 Wb
Ratio fréquence-voltage Josephson 2e/h 4.8359767 x 10'* Hz V!
Conductance Hall quantique e?/h 3.87404614 x 107° S
Résistance Hall quantique (p19¢/2ctem) Ry 25812.8056¢2

Magnéton de Bohr Up 9.2740154 x 10724 J 7!
en électron volts 5.78838263 x 107° eV T !
Magnéton nucléaire (1 nm) T 5.0507866 x 10727 JT~1

en électron volts 3.15245166 x 1078 eV T1
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Constantes astronomiques

|
Quantité Symbole  Valeur
Masse du Soleil Mg 1.98843 x 107" kg
Rayon du Soleil Ro 6.9599 x 10° m
Masse de la Terre Mg 5.97223 x 10** kg
Rayon de la Terre (équateur) Rg 6.378164 x 10° m
Rayon de la Terre (pole) 6.356 x 10° m
Masse de la Lune 7.349 x 10?2 kg
Rayon de I’orbite lunaire 3.844 x 108 m
Pression atmosphérique standard 101325 Pa (N m™—2)

Constantes atomiques

N
Quantité Symbole  Valeur
Structure fine (,ce®/2h) Qlom 7.29735308 x 103
ast 137.0359895
Constante de Rydberg B 1.0973731534 x 10" m~*
en hertz 3.2898419499 x 10'° Hz
en joules 2.1798741 x 10718 J
en électron volts 13.6056981 eV
Rayon de Bohr (cem /4T Roo) ao 0.529177249 x 10~ m
Energie de Hartree E, 4.3597482 x 10718
en électron volts 27.2113961 eV
Quantum de circulation h/2me 3.63694807 x 10~ 4 m? s !

h/me 7.27389614 x 10~* m? s+
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Constantes physico-chimiques

Quantité Symbole  Valeur
Nombre d’Avogadro Na 6.0221367 x 10%° mol !
Constante d’ Avogadro 10%* mol !
Unité de masse atomique (:5m(**C)) My 1.6605402 x 1027 kg
en électron volts (m.c?/{e}) 931.49432 MeV
Constante de Faraday F 96485.309 Cmol ~*
Constante de Planck molaire Nah 3.99031323 x 1071° J s mol !
Nahc 0.11962658 J m mol "
Constant des gaz R 8.314510 Jmol * K~!
Constante de Boltzmann k 1.380658 x 10722 J K1
en électron volts 8.617385 x 107° eV K ™!
en hertz 2.083674 x 10'° Hz K~!
Volume molaire (gaz parfait)® Vin 22.41410 L mol !
Constante de Loschmidt® no 2.686763 x 102°* m~3
Constante de Loschmidt® Vi 22.71108 L mol~*
Constante de Sackur-Tetrode? So/R —1.151693
Constante de Sackur-Tetrode® —1.164856
Constante de Stefan-Boltzmann o 5.67051 x 1078 Wm 2 K*
Constante de radiation primaire c1 3.7417749 x 1071 W m?
Constante de radiation secondaire Co 0.01438769 m K
Constante de Wien b 2.897756 x 10 ° m K
Constante de Coulomb ko 8.98755 x 10° Nm? C~2
Constante de perméabilité o/ 4m 107" TmA™*

o7 = 273.15K, p = 101325Pa
bT = 273.15K, p = 101325Pa
eT = 273.15K, p = 100kPa
dpg = 100kPa

epo = 101325Pa
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Systemes de coordonnées Annexe E

E.1 Coordonnées cartésiennes .193
E.2 Coordonnées cylindriques ..195
E.3 Coordonnées sphériques ...197

Figure E.1 «»
Systéme de coordonnées cartésiennes.

o plan

Les vecteurs unitaires d’un systéme de coordonnées cartésiennes e, e,, e, ont les pro-
priétés suivantes

e, Xe, = e,
e, Xe, = e (E.1)
e.xe = e,

Un vecteur A dans ce systéme de coordonnées s’exprime souvent sous la forme de ses com-
posantes A = (A,, Ay, A.) ce qui représente la somme vectorielle

A=e A, +te A, +e A, (E.2)

Les ¢éléments de longueur, dl = (dz, dy, dz), de surface, (ds,,ds,, ds,), et de volume, dv,
sont respectivement

dl = e;dx + eydy + e, dz (E.3)
ds, = dydz
dsy, = dxdz (E4)
ds, = dxdy
dv = dxdydz. (E.5)

v Remarque v |

o Remarque 7.1
Dans la littérature, les vecteurs unitaires e,,e,, e, s’écrivent aussi souvent sous les
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Systémes de coordonnées

formes variées

ij,k ou Z,7,7 ou X9,2 OU &,8&,8,.

— 0

Opérateurs différentiels:
=

Posons des fonctions scalaires et vectorielles

= Ul(z,y,2)
A = Ae,+Ayey,+Ace,
A, = Ay(z,y,2)
A = Az (.13, Y, Z)
Gradient: o 507 17
VU= gzt gy T 52
Laplacien:
0’U  0°U  0°U
AU= VU =
U=vu 0x?2 = Oy? + 022
Divergence:
04, 0A, O0A,
A= ox + y + 0z
Rotationel:
0A 0A 0A 0A 0A
A — z Uy . T z Yy
v <8y 8z)e+(8z 8x>ey+<8x

A,

i



Coordonnées cylindriques

plan
z =z
€,
Es
Y1
cylindre N
P =P
plan
x ¢ =9,

Les vecteurs unitaires d’un systéme de coordonnées cylindriques e,, 4, e, ont les pro-
priétés suivantes

e, Xey = e,
ey xe, = e, (E.6)
e, xXxe, = e

Un vecteur A dans ce systéme de coordonnées s’exprime souvent sous la forme de ses com-
posantes A = (A,, Ag, A.) ce qui représente la somme vectorielle

A=eA,+esAy+e.A,. (E.7)

Les éléments de longueur, dl = (dp, rd¢, dz), de surface, (ds,,dsy,ds.), et de volume, dv,
sont respectivement

dl = e,dp +eyrdp +e.dz (E.8)
ds, = pdodz
dsy = dpdz (E.9)
ds, = pdpdo
dv = pdpdpdz. (E.10)

Les relations de transformations de coordonnées cylindriques a coordonnées cartésiennes
sont les suivantes:

= pcoso
= psing (E.11)
z = z
et inversement
Va? 12
= arctan % (E.12)

Z = Z.

RSN
|

Figure E.2 <»
Systéme de coordonnées cylindriques
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Annexe E Systémes de coordonnées

Opérateurs différentiels:
]

Posons des fonctions scalaires et vectorielles
U = Ulp¢,2)

A = Aje,+Asey+Ase,
A, = Agcos¢+ Aysing
Ay = —Apsing+ Aycos¢
Gradient: oU L oU oU
VU = 6_pep + ;6—¢e¢ + Eez
Laplacien:
10 ou 102U 0°U
AU=~— [ p— - 4
V=a (pﬁp) 2o 02
Divergence:
10 1044 0A,
A= (pA Bt}
Rotationel:
10A 0Ay 0A 0A 0 0A
A=(-=—2-—22 —£ _ == — (pAy) — =L e..
v (p&b 03)6”+<3Z 5p)e¢+<3p(p ) 0¢)e
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Coordonnées sphériques

¢ =0,

Les vecteurs unitaires d’un systéme de coordonnées sphériques e,, eg, e, ont les pro-
priétés suivantes

e.Xe = ey
e xXe, = e, (E.13)
€y X €. = ey

Un vecteur A dans ce systéme de coordonnées s’exprime souvent sous la forme de ses com-
posantes A = (A,, Ag, Ay) ce qui représente la somme vectorielle

A=e.A +eply+ e¢A¢. (E.14)

Les ¢léments de longueur, dl = (dr, rdf, r sin 0d¢), de surface, (ds,, dsg, ds,) , et de vol-
ume, dv, sont respectivement

dl = e,dr + egrdfd + eyr sin Od¢ (E.15)
ds, = r?sinfdodo
dsg = rsinfdrde (E.16)
ds¢ = rdrdf

dv = % sin 0drdfde.
Les relations de transformations de coordonnées sphériques a coordonnées cartésiennes sont
les suivantes:

= rsinfcos¢
rsin @ sin ¢ (E.17)

z = rcosb

et inversement
r o= Jr24+yr+22
2 2
vrT Y (E.18)

z

# = arctan

¢ = arctan 2.
x

Figure E.3 «»
Systéme de coordonnées sphériques
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Systémes de coordonnées

Opérateurs différentiels:
]

Posons des fonctions scalaires et vectorielles

U = U(rb9)
A = Are. + Ajeg+ Asey
A, = A,sinf+ A, cosb
Ag = A,cosf — A,sinf
Ay = —Agsing+ Ay coso
Gradient: U 10U 1 oU
VU = e + T + (reind) 3_¢e¢
Laplacien:
1 62 1 0 ou 1
AU=-— (r? S 7 | Sinf— (2 5n20) 942
U r Or2 (T U) + (2 sin §) 00 <s1n 69) + (r2 sin? 9) 3¢2
Divergence:
1 92 1 0 1
A ==—"(r?4,)+ ————— (sinfA
VA= tae A+ ey as O e B
Rotationel:
1 4] Ay
A = —— |7 (sinfdy) - —— | e
VX (rsin 0) <aa (sinf4s) = 55 )e’

1 0A, . 0
m < — SIHGE (TA¢)> €y

0 0A,
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Aide-mémoire

Métriques:

En coordonnées cartésiennes (z,y, z):
ds® = (dz)? + (dy)* + (dz)?
En coordonnées sphériques (7, 8, ©):
ds? = (dr)? + r? (d6)* + 12 sin” 0 (dy)?
En coordonnées cylindriques (p, 0, z):
ds®=(dp)* +p° (d0)” + (dz)”

En général:
d82 = Zgz-jdqidqj.

(2]

Mécanique lagrangienne:

Le Lagrangien
L=T-V
Energie cinétique:

m ..
T = Z 5 9ii4i4s
2,]

Equation d’Euler-Lagrange pour un lagrangien L(g;, ¢;, 1) :
forces conservatrices (F'(r) = —=VV(r)):

aory or_,
dt \ 9q; da;

forces non conservatrices (F'(r) # —VV (r)):

4 ony on_
dt \ 0¢; oq; "

ou (); = composantes de la force généralisée.
Identité de Beltrami (pour L indépendant de ¢):

L—g; (%) = C = constante

Potentiel efficace:

Ve 1 9%V,

Ve, = Vet (T0) + 5 52

To

(r = ro)? +0(%)

(E.1)

Annexe F
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Aide-mémoire

Variables cycliques (lagrangien indépendant de ¢; ):

1

8_L =0 (’)_L = constante.
o~ 0gi
Potentiels:
Gravitationel: Vj,q, = mgh ou —GM /r
Harmonique: Vi (z) = 1k (z — 20)® = 3mw? (z — o)
Electromagnétique: V,,,, = ge(p+i-A)avecE = -V ¢
etB=V x A

Mécanique hamiltonienne

Le hamiltonien:

n
H(gi,pirt) = Y dipi — L(gi, i t) avec p; =
i
Energie cinétique:
L
T= ; %gi,j pip;

Equations canoniques du mouvement:
oH . OH

qi = 3pi’ pi:_aqi
Le crochet de Poisson:
" [0A OB 0OAOB
A B = -
{4 Blas Z [5%‘ Op; Op; Og;

Identité de Jacobi:
{AA{B,C}} +{C,{A,B}} +{B,{C,A}} =0
Pour une fonction quelconque:

dF OF
i {F,H} + E(: 0 pour F' = constante du mouvement)

Variables canoniques g;, p;:

{ak:q3 =0, {pr,pj} =0, {qn,pj} = d;

Transformations canoniques

Transformations canoniques:
qi, Pi, L(q“ q.ia t), H(qzapz) ﬁ} Qi; ]Dia L/(Qi; Qi; t), HI(Qia Pz)

avec
dF
L =+ &
A
OF
H = H+Z
o

et générateurs

2



Var. ind.  Générateurs Transformation .C.
%,Q | Fi(gQit) | m=32 |R=-80 |H=H+%}| & —5
%P | PBgPut) | m=%2 | Q=52 |H=H+% | &=L
7@ | BpiQit) |[a=-52 |P=-33 |F'=H+% | 32=-%
pi, P | Falp, Pyt) | qi=—32 | Q=58 | H' =H+22 2—155 %%

Meéthode Hamilton-Jacobi

Equation de Hamilton-Jacobi:
oS 8S(qi, (679 t)
H (2 ) t
@ gt — o

OH _ (.
PourW_O.

=0 avec p;=

8_5
0q;

S(qi7ai7t> = W(qlv ai) - Oélt

Variables cycliques:
cycliques

W(g, )= Y oxqe+ W
k

Théorie des perturbations

Hamiltonien:

(ijaj)

H(qi,pi) = Ho(qi,pi) + Hi(qi,pi) ou Hy < Hy

Avec les solutions connues de Hy:

. 0
i = {a” Ho}+ 50" =
. 0
B = (9 Hoy + =" = 0.
ot
on solutionne
ai = {ai, H1}
by = {b;,H}.
Meéthode par série: développement de puissances A en utilisant
Hy = (g pi)
a; = ago) + )\agl) + )\2a§2) +
b = b+ M A%
Méthode itérative: itération avec solutions de départ ag_o)’ b§0)
aE”*” = Ha, Hl}|a(."> e
AR ]
l')?(;n-i-l) = b, Hl}|a<."> B
J (]

Méthode de la moyenne (orbite cyclique de période 7):

1 T
di = —/ {ai,Hl}dt
T Jo

. 1 /7
b; - / {bi, Hl}dt
T Jo
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Aide-mémoire

Corps rigides
|

Tenseur d’inertie:
Iy, = g m [Sipxi2; — T2k

part.
Dynamique de rotation:
torque T, = % = Lirayg ou 7=L=Ia
moment cinétique L; = [;pwyg ou L=IJw
énergie cinétique  Tro = 2w Lipwy, ou Ty = 3lu?
Moments d’inertie principaux (diagonalisation):
I 0 0
UlU'=Ip oo Ip=| 0 L 0
0 0 I

Equations d’Euler:
L — QQ(l — I3) =74
Qs — Q3 (I — 1)
Q05 — Qe (l — I)

T2

73
ou a0
Ild_tl + eiijijIk =T;

L=L=I=I

(pas de somme sur )
Toupie sphérique:
Toupie symétrique: L=0L#I;

Toupie asymétrique: I, I, I3 différents
Moments d’inertie I par rapport a 1’axe de symétrie:

Vitesse angulaire terrestre:  w = 7.27 x 1075 rad - s7!

Masse ponctuelle p/r a axe M R? Disque ou cylindre plein: - M R?
Tige mince p/r centre: %M R? Tige mince p/r extrémité: %M R?
Cylindre creux/anneau mince: M R? Anneau épais: IM(R2, + R2)
Sphere pleine: 2 M R? Sphére creuse: %M R?
Condition de roulement sans glissement: v=wR
Théoréme des axes paralléles: I=Icy+ M- d?
Théoréme des plaques minces: I =1,+1,
Constantes usuelles:
Accélération gravitationnelle: g = 9.8 m-s~2
Rayon terrestre: R = 6378 km




-
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T(qi,p;) en coordonnées généralisées,
100

Action et phase, 103
Angles d’Euler, 153
Axes principaux, 145

Beltrami, Identité de , 16

Constantes du mouvement, 26
Contraintes holonomes, 23
Contraintes non-holonomes, 23
Coordonnées

cartésiennes, 193

cylindriques, 195

sphériques, 197
Coordonnées curvilignes, 19
Coordonnées généralisées, 13
Corde élastique en 1D, 165
Crochets de Poisson, 73
Crochets de Poisson, Interprétation

géométrique % %, 90

Degrés de liberté, 9

Degrés de liberté du solide, 141
Densité d’états, 110

Densité hamiltonienne %%, 177
Densité lagrangienne, 167
Développement en série, 133

Electrodynamique classique, 173

Eléments de dynamique, 3

Energie, 5

Energie cinétique, 143

Equation d’onde, 105

Equations d’Euler, 151

Equations d’Euler-Lagrange du champ,
168

Espace des phases %%, 108

Exemples non mécaniques, 53

Exercices, 11

Fermat Principe de, 53

Flot hamiltonien, 108

Flot hamiltonien, Conservation du volume,
109

Flot hamiltonien, Incompressibilité, 109

Fonction génératrice, 114

Index

Fonctions génératrices, 80

Forces conservatrices, 17

Forces extérieures, 7

Forces non conservatrices, 18

Formulation lagrangienne %%, 167

Formulation relativiste de la théorie des
champs, 176

Fréquence d’une particule, 105

Hamilton-Jacobi, Méthode de , 92
Hamiltonien, 66

Identité de Beltrami, 16
Interprétation de la fonction S, 102
Invariance de jauge, 32

Invariants intégraux de Poincaré, 110

Lagrangien indépendant du temps, 28
Lagrangien, fonction L(g;, ¢i, t), 17
Legendre, Transformation de , 65
Localité des interactions, 167

Lois de conservation, 26

Longueur d’onde d’une particule, 105

Mécanique non relativiste, 37
Mécanique ondulatoire v, 102
Meécanique relativiste, 39
Mécanique, Cas simples , 45
Méthode canonique de perturbations, 129
Méthode de Hamilton-Jacobi, 92
Me¢éthode de la moyenne, 127, 136
Meéthode itérative, 127

Méthode par série, 126

Moment cinétique d’un solide, 148
Moments généralisés, 76
Multiplicateurs de Lagrange, 25

Particule dans un champ central, 69

Particule dans un champ gravitationnel, 45

Particule soumise a une force en trois di-
mensions, 68

Particule soumise & une force en une di-
mension, 67

Particule suspendue a un ressort, 46

Particule suspendue au bout d’une tige
rigide, 49

Particule(s) ponctuelle(s), 1, 2

Passage a la limite continue %, 165

Index
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Pendule plan suspendu par un ressort de
masse nulle, 51

Poincaré, Invariants intégraux de , 110

Poisson, Crochets de , 73

Potentiel central, 56

Potentiel en v~ 1, 57

Potentiel en r~", 60

Principe de Fermat, 53

Probléme a deux corps, 55

Relation avec les invariants d’un systéme,
91

Solution itérative., 135

Symétrie de 1’espace-temps %%, 37

Systéme mécanique et optique
géométrique, 102

Systémes a NV particules, 7

Systémes intégrables% % %, 115

Tenseur d’inertie, 145

Tenseur énergie-impulsion, 175

Théoréme d’Arnold-Liouville, 115

Théoréme de Liouville, 110

Théoréme de Noether, 30

Théorie classique des champs %, 171

Toupie asymétrique libre et stabilité, 162

Toupie symétrique pesante, 157

Transformation de Legendre, 65

Transformations canoniques, 78

Transformations canoniques particuliéres,
83

Transformations de jauge, 171

Travail, 5

Variables angles-actions, 111, 116
Variables canoniques, 75
Variables cycliques, 26

Variables d’actions, 112
Variables d’angles, 112

Variation fonctionnelle, 14
Vitesse de phase, 104



